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In deze studie worden toepassingsmogelijlcheden van mathematische
optimaliseringsmethoden in de investerings-financieringsplanning
besprolcen. Deze planning is een onderdeel van de onclernemingsplan-
ning en mag hier dan ook niet los van worden gezien. De onderne-
mingsplanning beheert de coórdinatie en besturing van de onderne-
mingsfuncties. IIet uit deze planning resulterende plan geeft aan
hoe de onderneming haar beschikbare middelen in de toekomst moet
aanwenden teneinde haar doel te verwezenli,~en. Planning is volgens
deze omachrijving het anticiperend beslissen ten behoeve van een
systeeml~. Het systeem is het object waarvoor gepland wordt; in
deze studie is het object de onderneming.
De ondernemingsfuncties die we onderscheiden zi,jn2~:
de produktiefunctie,
de commerciéle functie, en
de investerings-financieringsfunctie.
Voor ieder van deze ondernemingafuncties kan, uitgaande van de
doelstellingen van de onderneming en in het kader van het uit de
ondernemingsplanning resulterende plan, een eigen plan worden op-
gesteld. Met de inbedding van de deelplannen in het totale plan
is de coórdinerende en besturende taak van de ondernemingsplanning
gegeven. IIoe aan deze coórdinatie en besturing gestalte wordt gege-
ven, wordt bepaald door de organisatie van de onderneming als to-
taal en door de organisatie van de planning.
Naast het bovenstaande onderscheid naar functie bestaat er een
onderscheid in niveaus. Deze niveaus worden gekarakteriseerd door
liet aantal vrijheidsgraden, dat wil zeggen de speelruimte, voor de
te nemen beslissing. Is dit aantal vrijheidsgraden relatief groot
1 V~ergelijk, R.L.ACKOFI',M.W.SASIENI, I~~ndamentala of Operations Re-
search,John tJiley and 5ons, New York, 1968, blz. 1~28.
2~Vergeli,;lc, S.E.DE JUNG, P'inancieringsfunktie en Financierings-
terrein, Maandschrift Economie,36 (1972~ blz. 408.
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dan is er sprake van strategische j~lanning, is daarentegen het aan-
tal vri;tieidsgraden relatief lclein dan spreken we van tactische plan-
ning. Ook ten aanzien van dit onderscheid geldt, dat de strategische
T~laru~ingsniveaus een coórdinerende en besturende taak hebben ten
aanzien vaii de tactische planningsnivesus. Op het hogere niveau
wordt de speelruimte voor de lagere niveaus bepaald. De planning
wordt dan ook gekarakteriseerd door een piramidale opbouw.
Het bovenstaande impliceert niet dat binnen het totale plannings-
systeem sprake is van een éénrichtingsverkeer. De planningen op de
onderscheiden niveaus zullen elkaar over en weer beYnvloeden, zo-
dat er steeda een terugkop~~eling plaatsvindt. In deze studie zal
de organisatie van de planning verder buiten beschouwing blijven.
Iedere planning geeft als resultaat een plan. Een methode om
zo'n plan te bepalen is het opstellen en oplossen van een model
van het te plaunen systeem. Modelmatig plannen heeft als voordeel
dat de evaluatie van cle alternatieve plannen systematisch kan ge-
schieden. Een nadeel is echter dat een model een gestileerde weer-
gave van het te bestuderen systeem is, zodat bij de evaluatie van
de alternatieven niet alle relevante factoren een rol kunnen spe-
len.
Voor eenzelfde systeem kunnen dan ook verschillende modellen
worden geformuleerd, waarbij de verschillen worden veroorzaakt door
de mate waarin het systeem door het model gestileerd wordt weer-
gegeven. Is eenmaal een model geformuleerd, dan kunnen verdergaande
vereenvoudigende onderstellingen noodzakelijk zijn om tot een evalu-
atie van de alternatieven te komen, dat wil zeggen een oplossing
van het model te bepalen.
In deze studie worden een aantal modellen besproken die kunnen
dienen voor de investerings-financieringsplanning op verschillende
niveaus. Aangezien deze modellen worden gekenmerkt door een groot
aantal vrijheidsgraden, behoren ~ij in het merendeel van de gevallen
tot het gebied van de strategische planning.
De methode van onderzoek welke wordt gehanteerd is die van liet
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besliskundige onderzoek3~. IIierbij benadert men een probleem dat
binnen een bepaald systeem bestaat door het formuleren van een
wiskundig model, dat het probleem in zijn e~sentie weergeeft. Ver-
volgens wordt de optimale oplossing binnen dit model bepaald, waar-
uit dan een mogelijke oplossing voor het gestelde probleem resulteert.
In een besliskundig onderzoek kunnen de volgende fasen worden onder-
scheiden:
1. Het zo nauwkeurig mogelijk beschritjven van het te onderzoeken pro-
bleem en van het vigerende systeem in zijn voor het probleem rele-
vante aspecten ( de beschrijvende fase ).
2. Ilet formuleren van een wiskundig model dat het beachreven pro-
bleem in zijn easentie weergeeft ( de wiskundige modelformulering ).
3. Het verzamelen en bewerken van de voor het model benodigde in-
formatie, inclusief het schatten en toetsen van de modelparame-
ters ( de econometrische modelformulering ).
4. Het oplossen van het econometrische model ( bi,jvoorbeeld met be-
hulp van wiskundige optimaliseringsmethoden ).
5. Het terugvertalen van de numerieke oplossing in de terminologie
van het beschrijvende model, dat wil zeggen in de taal van de op-
dtschtgever.
6. Het toetsen van deze oplossing aan het syateem.
7. Het rapporteren van de uiteindelijke oplossing aan de opdrachtgever
en eventueel het assisteren bij de implementatie van de oplossings-
procedure.
Hoewel in deze stndie de methode van het bealiskundige onderzoek
wordt gehanteerd~ aullen niet alle fasen worden doorlopen. We be-
perken ons tot de fasen 1 en 2 en het aangeven van mogelijke proce-
dures voor de fasen 3 en 4. De stappen 5 tot en met 7 zijn zo speci-
fiek dat een algemene beschrijving een wel}~aast onmogelijke tsak is.
De eerste fase van de methode verduideli,}ken we door een uitdieping
van het te onderzoeken probleem, het investerings-financieringsprobleem.
3 Zi~cyclopedie van de Bedrijfseconomie, deel VI~ Uitgeversmaat-
schapp~j W.de Haan, Bnssum, 1971, blz. 12-16.
1}
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Volgens SCHLI~FLFt,~ is het investerin~sprobleem te omschri,jven als:
IIct vastlegqen van koopkracht voor een zekere tijd ten behoeve
van het T~roduktieproces in bepaalde duurzame activa en de daar-
aan inherente vlottende activa. '
Een investerín~spro,ject is dan een activiteit waardoor gedurende
zekere ti,jd koopkracht (vermogen~ wordt vastgelegd.
DI~, JONG7~ definiéert het financierin~sprobleem als:
Ilet op optimale wijze voorzien in de behoefte aan vermogen bin-
nen de onderneming.
Een financierin~spro,iect is dan een activiteit waardoor vermogen
wordt aangetrokken.
Het investeringsnrobleem kan weliswaar van het financieringspro-
bleem onderscheiden worden, maar niet gescheiclen. Ilet investerings-
probleem wordt nameli.7t mede gekenmerkt door financieringsaspecten
terwi,jl het financieringsprobleem niet los gezien kan worden van zi,jn
investeringsaspecten. Fenzelfde realiteit wordt als het ware van twee
kanten belicht. lleze beide problemen zijn dan ook onlosmakeli,jk met
elkaar verbonden. ITet financieringsprobleem kan niet worden opgelost
zonder dat aimultaa.n op het investeringsprobleem een antwoord wordt
gegeven en omgekeerd. Gezien deze samenhang kunnen we in deze studie
volstaan met het begrip investerin~s-financieringsproject.Dit defini-
eren we als:
iedere zelfstandige activiteit waardoor binnen de onderneming
vermogen ter beschikking komt en~of worcit vastgelegd.
De inhoud va.n het in deze definitie gehanteerde begriP zelfstan-
dige activiteit is afhankeli;7c van het niveau waarop gepland wordt. TToe
lager het planningsniveau is, hoe meer gedetailleerd het begrip pro-
ject wordt. 6o kan bi,jvoorbeeld voor een lager planningsniveau het
investeren in de voorraad van een bepaalde tussenprodukt een project
zi,jn, terwi,jl door een hoger plaruiingsniveau deze activiteit niet als
1} Gie C.F.SCHEI~:R, P'inanciële Notities,deel lI,N.V.Uitgeversmaat-
schappi,j v~h G.Delwel, Den Iiaag~ 1968.
5~lie ~.1';.11E JONG, t.a.p., b1z.419.
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zelfstandig wordt erkend.
I[et investerings-financieringsproUleem is nu te omschrijven als
het bepalen van die combinatie van projecten, die in de onderneming
moet worden uitgevoerd opdat ~,an de doelstelling,die in de investe-
rings-financieringsplanning wordt gehanteerd, zo goed mogelijk wordt
voldaan. We definiëren nu een ~nvesterin~s-financierin~sportefeuille
als:
iedere mogelijke combinatie van investerings-financieringspro-
jecten die in de onderneming in zekere tijd kan worden uitge-
voerd.
I~fet behulp van deze definitie kunnen wij het investerings-finan-
cieringsprobleem omschrijven als:
het bepalen van de optimale investerings-financieringsporte-
fenille.
Optimaal wil in dit verband zegnen dat zo goed mogeli,jk aan de on-
dernemingadoelstelling is voldaan. Deze is in vele gevallen com-
plex en niet in haar totaliteit expliciet weer te geven. In een be-
sliskundig onderzoek zijn we gedwongen ons te beperken tot een doel-
stelling welke volgens een meetbare grootheid te ordenen is. Dit
impliceert dat de in een besliskundig model gehanteerde doelfunctie
nooit alle gestelde doelen kan omvatten; hoogsten ktuinen deze in
hnn kwantitatieve aspecten benaderd worden.
In navolging van de recente literatuur6~ op het gebied van in-
vesterings-financieringsbeslissingen hanteren we als doelstelling
van de onderneming:
maximaliseer de waarde van de onderneming.
Deze waarde is afhankeli,~ van Iiet reaultaat van een investerings-
~ie S.E.DE JONG,t.a.p. b1z.415.
J.C.T.MM, QuantitativQ Analysis of Financial Decisions,
AiacMillan, Londen~ 1969.
D.YICI~, The theory of the I~'irm: Froduction, Capital and
Finance, Mc Graw~Hill Book Company, New York, 1968.
D.E.PETER50N~ A Quantitative Framework for Financial Manage-
ment, Aichard D. Irwin, Inc., llomewood,1969.
6
financieringsportefeuille. Deze genereert in een periode uitgaven
en ontvangsten. IIet verschil tussen de in een periode uit een
por-
tefeuille voortvloeiende ontvannsten en uitgaven noemen we de kas-
stroom van deze portefeuille in deze periode. In deze studie nemen
we aan dat de waarde van de onderneming toeneemt, indien de
kasstroom,
die door de uit te voeren portefeuille wordt gegenereerd,
toeneemt.
Dit impliceert dat de bi.jdrage van een portefeuille a.~n de wa::rde
van de onderneming kan worden gemeten volgens zijn kasstroom.
De maat
waarmee wij de waarde van de onderneming meten is dus de kasstroom
van de uitgevoerde portefeuille. De doelstelling van het
investerings-
financieringsprobleem is dus maximalisatie van de kasstroom van de
portefeuille.
In de eerste fase van het besliskundige onderzoek van het
inves-
terings-financieringaprobleem ral ook moeten worden aangegeven welke
investerings-financieringsprojecten voor de onderneming in aanmerking,
komen en welke onderlinge relaties daartussen bestaan.
De probleembeschrijving wordt afgerond met een expliciete vermel-
ding van de onderstellingen,die ten aanzien van de omgeving worden
gemaakt. Bij inveaterings-financieringsproblemen kunnen de volgende
drie situaties worden onderscheiden:
zekerheid . die situaties waarin de uitkomst van iedere
handeling volledig bekend is;
risico . die situaties waarin de kansverdeling van de
uitkomst van iedere handeling bekend is;
onzekerheid: die situaties waarin de mogelijke uitkomsten
van iedere handeling bekend zijn, dus de gehele
uitkomstenruimte, maar niet de waarschijnli~lc-
heidsverdeling op deze uitkomstenruimte.
In deze studie zal het investerings-financierings}~robleem in
een situatie van risico worden besprolcen. Voor een schets van
de
achtergrond zal in eerste instaiitie het investerings-financierings-
probleem in een situatie van zekerheid worden behandeld.
In Iiet voorafgaande is de wi,jze van benadering van het investe-
rings-financierings~~robleem, het bepalen namelijk v~in ciie investe-
rings-rinancieringsportefeuille ~tie zo goed mogelí.jlc aan het gestelde
doel beant~,roordt, in algemene terrnen besc}rreven. Tn deze studie be-
perken we ons verder tot een beslissingsvoorbereidingsmodel voor
een rationeel handelende beslisser. Daartoe definiëren we in hoofd-
stuk 1 wat we onder rationeel gedrag zullen verataan. 5lechts in-
dien een beslissingscriterium, dat wil zegRen een beslissingsvoor-
schrift, aan de gegeven definities in de vorm van een axiomastelsel
voldoet spreken we van een rationeel beslissingscriterium. }iet ge-
hanteerde stelsel bestaat uit vier axioma's welke betreklcinfi hebhen
op transitiviteit, volledittheid, dominantie en mar~inale consistentie7~.
Uitgaande van deze definitie worden enige beslissingsmodellen
besproken. In 1.2 wordt hierbij nader ingegaan op het investerinqs-
financieringsprobleem in een situatie van zekerheid. We tonen aan
dat voor totale modellen het eindwuardecriterium rationeel is. Dit
eindwaardecriterium wordt gekeme.erkt door een rlanhorizon. Deze
planhorizon wordt zodanig gekozen dat gebcurtenissen die na dit
tijdstip plaatsvinden geen significante invloed uitoefenen op de aen
het begin van de planningsperiode te nemen beslissingen.
Naast de totale modellen worden ook enige partiéle modellen aan
een beschonwing onderworpen. Voor ieder partiëel model geldt dat in
het beslissingscriterium een~of ineer voor het model exogene groot-
heden moeten zijn ingebonwd, waarin de relatie van dit deelsysteem tot
de overige delen van het totale systeem ( de onderneming ) tot uit-
drukking komt. Daar in deze studie alle investerings-financierings-
modellen als kasstroommodellen worden beschouwd is in het beslissings-
criterium voor partiéle modellen de disconteringsvoet, die de alter-
natieve aanwendbaarheid van vermogen aangeeft, de enige exogene fac-
tor welke verschilt van het totale model. Ur wordt aangetoond dat
het kapitaalwaardecriterium }iet best te hanteren criterium is. }tet
kapitaalwaardecriterium ordent de beslissingsalternatieven volgens
hun kapitaalwaarde, die de met behulp van de exogeen bepaalde dis-
7 lie voor de definities van deze axioma's 1.1.1.
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conteringsvoet contant gemaalcte kasstroom is. Partiéle modellen zijn
alleen zinvol bruikbaar in die situaties waarin het te hanteren be-
slissingscriterium voor het totale model tot een separabele doel-
lunctie leidt.
In 1.3 wordt het investerings-financieringsprobleem in een sto-
chastische omgeving besproken. Ilierbij wordt vooral aaridacht besteed
aan het in deze situatie te hanteren beslissingscriterium. Dit cri-
terium dient zodanig te zijn dat daarmee stochastische grootheden
fieordend kunnen worden. Aangetoond zal worden dat een rationeel han-
delen in deze situatie acceptatie van het IlernoulliPrincipe inhoudt.
IIet Bernonlliyrincipe zegt:
Er is voor iedere beslisser een nntsfunctie te construeren
zodanig dat, wanneer de beslisser op basis van de verwachtings-
waarde van deze nutsfunctie beslist, hij in overeenstemming
met zijn preferenties handelt.
Dit principe wordt gekenmerkt door twee begrippen, te weten:
een nutsfunctie gedefiniéerd op de uitkomstenruimte van de
kasstroom van de portefeuille;
en
een waarschi~jnlijkheidsverdeling van de kasstroom van de porte-
feuille.
Indien deze beide volledig te specificeren zi,jn, dan geeft het Ber-
noulliprincipe een ondubbelzinnige criteriumfunctie. In de inves-
terings-financieringsproblematiek zal hieraan meestal niet voldaan
~ijn. Er zi,jn dan nog twee wijzen van benadering mogeli~7c om tot een
criteriumfunctie te komen:
a. Men kan uitgaande van willekeurige waarschijnlijkheidsverde-
lingen voorwaarden afleiden waaraan cle nutsfunctie moet vol-
doen.
b. Men kan uitgaande van een willekeurige nutsfunctie voorwaar-
den afleiden waaraan de waarschi,jnli,jkheidaverdeling moet vol-
doen.
9
Benaderingsvijze a verwerpen we omdat hoogstens voorwaarden opgelegd
aan een subjectieve nutafunctie te verifiéren zijn, maar daar de Ber-
noulli-nutsfunctie niet gel~}k behoeft te zijn aan deze subjectieve
nutsfunctie, zijn eventuele voorwaarden opgelegd aan de Bernoulli-
nutsfnnctie niet te toetsen. We kiezen voor de tweede wijze van pro-
bleembenadering.
In hoofdstuk 2 wordt deze probleembenadering verder uitgewerkt.Er
wordt aangetoond dat onder een aantal voorwaarden een beslissingsprin-
cipe kan worden afgeleid, waarmee de verzameling van mogeli,I7ce beslis-
aingsalternatieven aanzienli,jk kan worden verkleind, zodanig dat de
"optimale" beslissing tot deze deelverzameling behoort. I)it bealis-
singsprincipe is het B(zpectation)Y(ariance)-bealiaeingeprincipe8).
Indien voor alle mogeli,I7ce beslissingsalternatieven ( portefeuillea)
geldt dat de waarschijnlijkheidaverdeling van de eindwaarde behoort tot
een klass0 van waarschijn1iU11cheidsverdelingen, die op eenzelfde wijze
door verwachting en variantie worden vastgelegd, dan is de "optimale"
portefeuille een element van de verzameling van efficiénte porte-
feuilles9). In hoofdstuk 2 wordt vervolgena een oplossingsprocedure
voor het bepalen van de verzameling van efficiénte portefenilles ge-
geven in het geval van contimze besliasingsvariabelen. Daarnaast wordt
in dit hoofdstuk nader ingegaan op de moeili,I7cheden welke ontstaan als
gevolg van het discrete karakter van inveateringsbeslissingen. De
conclusie luidt dan dat het L~V-beslissingsprincipe voor het voorbe-
reiden van investerings-financieringsbeslissingen in een stochastische
omgeving een rationeel beslissingaprincipe is.
Acceptatáe van dit beslisaingsprincipe leidt er toe ciat het beslis-
singaproces voor investerings-financieringsselectie een twee-staps-
beslissingsprocea wordt. In de eerste stap wordt de verzamelinl; van
mogeli,Ike alternatieven ingeperkt tot de kleinere verzameling van effi-




ciérite alternatieven. In de tweede stap wordt van deze verzameling
het "beste" alternatief bepaald.
In 2.3.3 gaan we nar?er in oP de derde stap van het besliskundig
onderzoek. Dat wil zeggen dat we de informatiesoorten, die voor een
totaal model in de risico-situatie noodzakeli~lc zi,jn, bespreken. F.en
mogeli,jk informatiesysteem wordt in algemene termen beschreven.
In hoofdstuk 3 wordt de tweede fase van het besliskundig onder-
zoek uitgevoerd. Er wordt een wiskundig model geformuleerd voor
het bepalen van de optimale portefeuille van investerings-finan-
cieringsprojecten in eer~ stochastische omgeving. In dit model wordt
voor iedere effiéiënte portefeuille bepaald welke investeringspro-
jecten met welke levensduur wanneer moeten worden uitgevoerd en op
welke wijze het financieringsprobleem voor deze efficiénte portefeuille
moet worden opgelost. Verder wordt in dit hoofdstuk een aanzet tot







In ie~lere beslissingsaituatie wordt een beslissingscriterium ge-
hanteerd teneinde tot een beslissing te komen. Vaak zal dit criteri-
um niet expliciet tieformuleerd zijn, terwi,jl tevens voor een groot
aantal beslissingssituaties geldt cíat het gehanteerde beslissinfis-
criterium geen rationeel criterium is. We gaan in deze studie uit
van een rationeel gedrag. De beslissingscriteria in de door ons te
bespreken modellen worden dan ook op hun rationaliteit getoetst.
Onder een model verstaan wi,j een gekwantificeerde en gestileerde
weergave van een te bestuderen ob,ject. We noemen dit object het te
bestuderen systeem. flet wordt gekarakteriseerd door zijn toestand,
die een ontwikkeling in de tijd vertoont. Indien in deze ontwiklceling
wordt ingegrepen dan spreken we van een actie. Ilet doel van het mo-
del is het bepalen van die acties welke gezien het beslissingscri-
terium tot het beste reaultaat voeren.
In deze paragraaf ~ullen we, uitgaande van een aantal intnitief
aan een rationeel criterium te stellen eisen, een axiomastelsel for-
muleren waaraan rationele beslissingscriteria in de deterministische
beslissingssituatie moeten voldoen. In een deterministische beslis-
singssituatie bestaat zekerheid omtrent de ontwikkeling van de toe-
stand van het systeem, indien bekend is welke acties door de be-
elisser ondernomen worden. Aet te hanteren beslissingscriterium legt
dan een ordeningsrelatie vast tussen de acties. Up basis van deze
ordeningsrelaties, ook vaak preferentierelaties genoemd, wordt de
uit te voeren actie bepaald.
Goals in de Inleiding gesteld is het investcrings-financierings-
probleem te omschri,jven ala "het bepalen van de optimale investerings-
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financieringsportefeuille". llet bovengebruikte begrip actie wordt in
deze studie dus vervan;;en door het begrip portei'euille. 1Tierbij is
iedere mogeli,)Ice combinatie van investerings-financieringspro,jectenl~
die in de onderneming binnen de besctiouwde planiiingsperiode in uit-
voering kan zijn een investerings-financierin~sPortefeuille. Ieder
project genereert een stroom van uitgaven en~of ontvarrfisten. De ~e-
volgen van een project strekken zich uit over ee-~ aantal aaneenslui-
tende perioden. We onderstellen dat een Pro,ject wordt gekarakteri-
seerd door deze financiële consequenties in de tijd.
De bepaling van de optimale portefeuille geschiedt in het lcader
van een planning met een eindige planhorizon. Dit is het t~jdstip zo-
danig dat gebeurteni5sen die na deze planhorizon plaatsvinden geen
invloed meer hebben op de op het beslis5ingsmoment te nemen beslis-
sing. In het investerings-financieringsmodel geven we de planhori-
~
zon aan met T` . Ilet ti,jdvak dat ligt tussen het beslissingsmoment
en de planhorizon noemen we de ~lanningsperiode. Deze planningspe-
riode beslaat T perioden ter lengte van één tijdseenheid. We demon-
streren deze b~grippen aan de hand van een ti,jdsas.





2~Ten aanzien van de notatie maken we de volgende afspraken:
getallen worden met kleine letters aangegeven, vectoren met hoofd-
dra k letters, matrices~ verzamelingen en riiimten met hoofdschrijf-
letters. Een hoofddrukletter zonder accent is een kolomvector, een
hoofddrukletter met accent een rijvector.
Ten aanzien van deze notatie malcen. we eeti uitzondering voor het
symbool voor de planhorizon T, dat geen vector maar een scalair is.
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In fig. 1.1 is ~le planhorizon het ti,jdstip T en het beslissings-
moment het ti.jdstij~ 0, zodat cle T~lanningsheriode het ti,jdvak is dst
begrensd wordt door de tijdstippen 0 en T. De planningsperiode is rius
het gesloten interval [O,T~. We definiéren nu het begrip ~lanperiode:
de tde planperiocle (t-1,...~T~ is het interval (t-l,tJ , dat wil
zegtien dat het tde tijdstip behoort tot de tde planperiocle. Teneinde
het beslissingsmoment 0 in het model te isoleren definiéren we ook
een O~le planperiode, welke "l~eriode" uitsluitend uit het beslis-
singsmoment 0 bestaat.
In deze studie hanteren we een planningsproces met een opschui-
vende planningsperiode. Dit houdt in dat op ieder beslissin~smoment
het dan geldende plaruiingsmodel wordt geévalueerd, zodat slechts
de beslissing voor het dan vigerende beslissingsmoment volledig
vastligt. De uit het model voortvloeiende beslissingsadviezen voor
de overige planperioden Icunnen nog worden gewi,jzigd in de volgende
fasen van het planningsproces. Fig. 1.2 licht dit planningsproces
nader toe.
0 2 T-1 T
planningsperiode op ti,jdstip 0
1 Tfl





planningaperiode op ti;jdstip 2
~ T}3~





Uit de bovenstaande figuur bli~7ct dat de op tijdstip 0 uit het
model reaulterende "beslissingen" voor de tijdstippen 1,...,T op
tijdstip 1 niet meer uit het model betioeven te volgen, omdat nieuwe
informatie in dit l:~atste model is verwerkt.
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Binnen een planningsproces met een eindige planhorizon is op het be-
slissingsmoment U een investerinfis-financieringsT~roject i te zien als
een vector Wi van reéle getallen, waarin het tde element de kasstronm~)
van project i in perioc~e t is. Ihis:
Wi - (~`'o i ~ . . . s wT i ) rr ~
waarin T de planhorizon is.
~renals de samenstellende projecten wordt een portefeuille geka-
rakteriseerd door zijn kasstroomvector. Indien er tusaen de samenstel-
lende projecten geen synergieéffecten optreden, dan is de kasstroom-
vector van een portefeuille gelijk aan de algebraTsche som van de kas-
stroomvectoren van zijn samenstellende pro,jecten. De kasstroomvector
van een portefeuille A duiden we ;~an met WA. Voor de portefeuille
geldt uiteraard dezelfde planhorizon als voor cle samenstellende pro-
jecten, zodat:
WA - (wo,A'.'.'wT,A)'
A1et behulp van een beslissingscriterium moet nu de uit te voeren
portefeuille worden bepaald. Aan dit criterium zijn een aantal intuYtieve
eisen te stellen. Up de eerste plaats dient het criterium zodani~; te zijn
clat het de mogelí~lce portefeuilles ordent. Ten tweede dient de orde-
ning tnssen alternatieven niet te veranderen indien de beslissings-
raimte, dat wil zeggen de verzameling van mogelijke alternatieven,
verandert. Ten derde dient de ordening tussen de alternatieven zo-
danig te zijn dat een alternatief dat een beter resultaat geeft dan
een ander alternatief ook boven dit laatste geprefereerd wordt. In cle
volgende subparagraaf worden deze intuTtieve eisen in de vorm van
een axiomastelsel geconcretiseerd vo~ir het investerings-financierings-
probleem.
~ De kasatroom van pro,ject i in periode t, wt i, is geli,~c aan het~
verschil tussen alle in periode t direct uit pro,ject i voortvloeien-
de ontvangsten en alle in periode t direct uit project i voort-
vloeiende uitgaven.
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1.1.1 Een definitie van een rationeel beslissin~scriterium in
een deterministische beslissin~ssituatie.
Ten aanzien van rationele beslissingscriteria voor de bepaling
van de ordening tussen de portefeuilles in een deterministische
~
beslissingssituatie formuleren we de volgende axioma'sf :
Axioma 1. Tranaitiyiteit: indien portefeuille A geprefereerd wordt
boven Portefeuille B en portefeuille B wordt geprefereerd
boven portefeuille C, dan wordt portefeuille A gei~refereerd
boven portefeuille C,
ofwel in formulevorm:
(1.3) {A } B} n íB ~ C~ ~{A i C~ 5)
Axioma 2. Volledigheid: voor elk tweetal portefeuilles A en B geldt:
óf Portefeuille A is beter dan portefeuille B, df porte-
feuille A is geli,~cwaardig met portefeuille B, óf iiorte-
feuille A ia slechter dan portefeuille B.
In symbolen:
Voor iedere A en B moet één van de relaties
(1. 4) A~ B, A n. B, A{ B
gelden.
4~Vergeli~k A.C.WILLIAMS,J.I.NASSAR, P'inancial measurement of catfital
investment, Management Science, 12 (1966), blz. 851-865.
S~Deze notatiea hebben de volgende gebraikelijke betekenis:
i: beter dan l: slechter da~
,~: minstena even goed als ~: hoogstens even goed als
.., : geli,ilcwaardig met I~ : en
~: impliceert ~: dan en alechts dan
V: en~ of ~: xs een element van
~: onder de voorwaarde ~i : voor alle
~ : er is ~ : ontkenning
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Axioma 3. Dominantie: Indien voor twee portefeuilles A en B geldt
dat WA ~ tfB, ter~~ijl tenminste één element van de vector
WA groter is dan het corresponderende element van de vec-
tor WB, dan wordt portefeuille A gePrefereerd boven por-
tefeuille B.
In formule:
(1. 5 Í {WA ~ WB n ~~a ~
. . . , TÍ i,,t
A ~ wt B}
~ {A ~ B~.
~ r
Axioma 4. riar~inale consistentie: Portefeuille A wordt dan en slectits
dan boven portefeuille B geprefereerd, indien de artifici-
ele portefeuille C met als kasstroomvector WC - WA - WB
geprefereerd wordt boven de portefeuille 0 met als kas-
stroomvector de rmlvector.
In symbolen:
(1.6) {A ~ B}~ {C } 0}.
`.~e geven nn een toelichting op de hiervoor vermelde axioma's.
De axioma's 1 en 2 behoeven niet veel discussie. Indien aan deze
axioma's niet is voldaan, dan is er geen ordening mogeli~lc, zodat
dan niet aan de eerst gestelde intuTtieve eis voldaan wordt. Is
er wel aan voldaan, dan is eenvoudig in te zien ctat er alti,jd een
ordening mogelijk is.
Axioma 3 is een herformulerin~ van het dominantiebeginsel zoals
dat onder andere in de speltheorie wordt gehanteerd. l:en meer gebrui-
keli;jke formulering van dit axiomu is: als een bepaalde portefeuille
nooit een slechter resultaat geeft dan een andere portefeuille en
tenminste eenmaal een beter, dan wordt de eerate portefeuille ge-
prefereerd boven de tweede. De formulering van axioma 3 impliceert
dat we het resultaat van een portefeuille meten met de kasstroom-
vector van deze portefeuille. Ten aanzien van het axiomastelsel is
het overigens niet essentiëel daf, de maat, waarmee het resultaat
gemeten wordt, de kasstroomvector is, aangezien een soortgeli,jk axi-
omastelsel geformuleerd kan worden voor iedere maat waarmec het
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resultaat van een investerinfis-financieringsportei'euille gemeten
wordt~).
Axioma 4 geeft aan dat een portefenille dan en slechts dan boven
een andere portefeuille wordt geprefereerd, indien het verschil in
resultaat tnssen deze portefeuilles als beter ervaren wordt dan in
het geheel geen resultaat.
De axioma's 3 en 4 komen tegemoet aan de door ons als derde ge-
formuleerde intuYtief aan een rationeel criterium te stellen eis.
We lichten de axioma's 3 en 4 aan de hand van een voorbeeld toe:
Stel dat de beslisser een keuze m~~et doen uit de drie investerings-
financieringsportefeuilles A, R en D. De kasstroomvectoren van deze
portefeuilles zijn:
(1.7) WÁ - (-1,2,1)i
(1.8) WB - (-1r2~2)i
en
(1.9) WD - (-2,1,5).
Volgens axioma 3 wordt portefeuille B geprefereerd boven porte-
feuille A omdat 4JB ~ WÁ. Uit axioma 4 volgt deze conclusie niet reciit-
streeks, aangezien dan de uitspraak gedaan moet worden dat de kas-
stroomvector (0,0,1) geprefereerd wordt boven de kasstroomvector
(0,0,0).
Volgens axioma 1f geldt dat portefeuille B dan en slechts dan bo-
ven portefeuille D wordt geprefereerd indien de kasstroomvector
WB - WD -(1,1,-3) geprefereerd wordt boven de kasstroomvector
(0,0,0). Indien de beslisser portefeuille B prefereert boven por-
tefeuille D, dan geldt dat deze portefeuille D geprefereerd wordt
~rbij is ondersteld dat wanneer in de onderneming meerdere doel-
einden tegelijkertijd worden nagestreefd, de weging tussen deze
doeleinden bekend is. Dit wil zeggen dat per periode een functie
van de doelstellingen gedefiniéerd is, zodat de waarde van de por-
tefeuilles ~reer een vector is.
1 tl
boven een gegeven portefeuille F met als kasstroomvector
(l.lo) WF - í-3,o,8).
De tweede door ons geformuleerde intu4tieve eis waaraan een rati-
oneel criterium moet voldoen wordt vaak aangeduid als de invariantie-
eigenschap.
Ligenschap 1. Invariantie. Een preferentierelatie, die uit een pre-
ferentiefunctie die aan het axiomastelsel voldoet volgt,
is onafhankeli,jlc van veranderingen in de beslissings-
ruimte.
Deze eigenschap volgt uit de axioma's 2 en 4. Volgens axioma 2
bestaat er tnssen elk tweetal portefeuillea een preferentierelatie,
terwijl volgens axioma 4 deze preferentierelatie uitsluitend ufhanke-
li,}~c is van de resultaten van de betroklcen portefeuilles.
tlede doordat aan de invariantieëigenschap is voldaan, li,}1ct het
intn4tief gerechtvaardigd een rationeel beslissingscriterium te de-
finiéren als een beslissingscriterium dat voldoet aan de axioma's
betreffende transitiviteit, volledigheid, dominantie en marginale
consistentie.
1.1.2 Beslissin~scriteria.
Een beslissin~scriterium is een voorschrift dat door de beslisser
bij het nemen v~~n zi,jn besliasingen wordt gevolgd. Binnen de beslis-
singscriteria kunnen we beslissingsregels en beslissin~sprincipes
onderscheiden: ~
a. beslissin~sregels wijzen voor ieder beslissingsprobleem de "opti-
male" beslissing aan, zodat ze het beslissingsprobleem oplostien.
b. beslisaingsprincipes w{jzen niet de "optimale"besliasing aan,maar
beperken slechts de verzameling van mogelijke beslissingen tot
een kleinere verzameling, die de "optimale" beslissing bevat.
Een beslissingsregel legt de preferentierelatie tuasen de in
aanmerking komende portefeuilles volledig vast. Een beslissingsprin-
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cipe bepaalt deze preferentierelatie niet volledig, maar beperkt de
verzameling van mogeli,jke beslistiingen tot een verzameling ten op-
zichte van het beslissingsprincipe indifferente portefeuilles. lIier-
binnen moeten de preferenties met behulp van een beslissingsregel
nog volledig worden vastgelegd. Deze laatstgenoemde tweedelinfi in
het beslissingsproces heeft vaak het voordeel dat op groncl v~n al-
gemene onderstellingen de totale verzameling van mogeli,~lce besliasingen
sterk kan worden verkleind, zodat een evaluatie van de preferentie-
relatie gemakkelijker wordt.
1.1.3 Het investerings-financieringsselectieproces.
Ilet doel van dit planningsproces is het bepalen van die investe-
rings-financierinhsportefeuille die moet worden geéntameerd om het
doel van de onderneming te bereiken. Als doelstelling van de onder-
neming hanteren we het maximaliseren van de waarde van de onderne-
ming. Het begrip waarde dient in een s;~ecifieke situatie nader te
worden omschreven. In deze studie nemen we aan dat de waarde van
de onderneming uitsluitend een functie is van de kasstroom van de
portefeuille in de planningsperiode, en wel zodanig dat de waarde
van de onderneming toeneemt indien deze kasstroom toeneemt. „e gaan
in deze atudie dus niet in op het probleem van de multipele doel-
stelling van de onderneming.
In de volgende paragraaf geven we een korte samenvatting van de
meest gebruikte beslissingscriteria voor het determiniatische in-
vesterings-financieringsprobleem, waarna we een wislnindig model
voor deze situatie formuleren.
1.2 Investeren onder zekerheid.
1.2.1 Het beslissin~qsprobleem.
Het investeringa-financieringsprobleem is omschreven als:
het bepalen van de optimale investerings-financieringsporte-
feuille.
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I~it is nader te cr~ncretiseren als:
welke nieuwe projecLen moeten wanneer in uitvoering worden re-
not~ien en ~relke in uitvoerinfi z~jnde projecten moeten wanneer
tirorden beéindigd~~.
Ue eerste vraag waarvoor men zich bi,j het opstellen van een wis-
kundig model ziet geplaatst is welke besliasingsvariabelen er geko-
zen dienen te worden. Bij het investerings-financieringsselectiemo-
del ligt de keuze van de variabelen voor de hand. De variabelen clie-
nen immera tot uitdrukking te brengen dat pro,jecten al of niet in
uitvoering kunnen woráien genomen. tilechts die investerings-financie-
ringsalternatieven komen als project in aanmerking, die binnen de
onderneming in de beschouwde planningsperiode overzien en uitge-
voerd kunnen worden.Voor ieder van deze project.en worden dan ook
beslissingsvariabelen ingevoerd, die aangeven of het project in een
planperiode al dan niet in uitvoering is.
Een tweede probleem is de bepaling van het te hanteren beslissings-
criterium, dat uit de doelstelling van de onderneming volgt. `Loals in de
Inleiding gesteld hanteren we als doelstelling maximalisatie van
de waarde van de onderneming. De doelfunctie in het model geeft
deze waarde weer als een functie van de kasstroom van de portefeuille
in de planningsperiode, waarbij de functiewaarde toeneemt als de kas-
stroom toeneemt. Aangezien de kasstroom zich in de tijd ontwiklcelt
heven we eerst een evaluatie van het begrip tijdspreferentie, zoals
we dat in deze studie hanteren.
1.2.2 Tijdspreferentie.
Naast de door ons vermelde axioma's wordt in de literatuur over
investerings-financieringsselectie meestal van nog een axioma uitge-
gaan, te weten:
Aacioma 5. Positieve tijdspreferentie: Indien voor de portefeuilles A
7 Een investeringsproject is in uitvoering indien het project,als
gevolg van een beslissing,nu of in de toelcomst uitgaven en~of ont-
vangsten met zich brengt.
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en B geldt dat de kasstromen van deze beide portefeuilles
met uitzondering van hun tijdsasPect aan elkaar geli,jlc zijn,
met dien verstande dat de cumulatieve kasstroom van porte-
feuille A voor alle planperioden, uitgezonderd planperi-
ode t, gelijk is aan de cumulatieve kasstroom van porte-
feuille B, terwn~jl voor planperiocie t geldt dat de cumu-
latieve kasstroom van portefeuille A groter is dan die





~ w - ~w ~ I` ~w. i ~w } ~{A } B}.
t i;~t ~-0 j,A j-0 j,B ~- ~,A j-0 j,R
Dit axioma is gebaseerd op onderstellingen ten aanzien van het in-
dividuele producente~ en consumentengedrag. Ten aanzien van deze
tijdsvoorkeur kan men drie motieven onderscheíden:
a. onzekerheid;
b. alternatieve aanwendingsmogelijkheden van vermogen;
c. subjectieve tijdsvoorkeur.
ad a. In een deterministische beslissingssituatie behoeft geen reke-
ning te worden gehouden met onzekerheid, aangezien deze beslissings-
situatie onderstelt:
1. zekerheid over de hoeveelheid beschikbare middelen in de toe-
komst;
2. zekerheid ten aanzien van de toekomstige behoeften;
3. zekerheid ten aanzien van de toekomstige aanwendingsmogeli,;lc-
heden van vermogen.
ad b. In een totaal investerings-financieringamodel zi,jn er geen al-
ternatieve aanwendingsmogelijkheden van vermogen. Alle aanwendingsmoge-
lijkheden zijn in het model opgenomen. Slechta indien er sprake is van
een partiéel model zal met dit motief en dus met ti;jdsvoorkeur rekening
gehonden moeten worden. Deze tijdsvoorkenr zal dan in de vorm van ecn
exogene factor, die de opbrengst van de alternatieve aam~rendingsmo-
geli,lcheid vaa vermogen aangeeft, in het model moeten wrden opgenomen.
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ad c. Dit motief wordt vaak gehanteerd als combinatie van de onder a
en b genoemde ~tieven. Indien er echter sPrake is van een situatie
van zekerheid, waarbij er geen alternatieve aanwendinfismogeli.jkheden
van vermogen zijn, dan houdt dit motief in dat eer~ ondernemer aan een
alternatief,waarbij de kasstromen eerder ter beschikking komen, de voor-
keur geeft boven een alternatief, waarvoor de totale kasstroom in de
planningsperiode dezelfde is maar de kaestromen in latere planperioden
ter beschikking komen. Dit impliceert dat een ondernemer de beschik-
king over een niet aan te wenden gulden vermogen nu prefereert boven
de beschikking over een niet aan te wenden gulden vermogen later. Dcze
preferentie en dus ook dit motief valt voor deze situatie niet op
logische gronden te verdedigen.
Samenvattend kunnen we stellen dat voor totale investerings-finan-
cieringsmodellen in een deterministische situatie tijdsvoorkeur niet
op logische gronden te verdedigen is. Voor deze situatie verwerpen
we dan ook axioma 5. Slechts indien er sprake is van partiéle beschou-
wingen dienen de alternatieve kosten ( opbrengsten ~ van vermogen in
de beschouwing te worden betrokken en is er sprake van"tijdsvoorkeur".
1.2.3 De waarde van de ondernemi in een eindi anni eris ode.
We hebben ondersteld dat de waarde van de onderneming toeneemt als
de kasstroom van de onderneming, dat wil zeggen de kasstroom van de
uit te voeren portefeuille~ toeneemt. In het door ons voorgestelde
planningsproces zijn slechts de beslissingen voor het vigerende beslis-
singsti~jdstip relevant. De in de planningaperiode mogeli,~ke portefeuil-
les zijn zinvol te ordenen volgens hun kasstromen, indien de gekozen
lengte van de planningsperiode, dus de planhorizon, zodanig is dat
gebeurtenissen na deze planningsperiode geen~invloed uitoefenen op
de op het beslissingsmoment 0 te nemen bealissingen. Gezien het in
1.2.2 gestelde kan de door ons te hanteren doelfunctie nu worden geT
formuleerd als:
maximaliseer de waarde van de onderneming op de planhorizon.
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Voor ~ortefeuillebeslissingen is dit eqaivalent met:
maximaliseer de kasstroom varr de portefeuille in de ~~lanníngs-
periode8~.
liierbij tekenen we aan dat de restwaarde van de s3rnenstellende pro-
jecten behoort tot de kasstroom van de portefeuille in de planperi-
ode, waarin deze restwaarde gerealiseerd wordt.
In het bijzondere geval dat er sprake is van een partiéel inves-
terings-financieringsmodel is de omschreven doelstelling niet han-
teerbaar, omdat er dan sprake is van aanwendingsmogelijkheden van
vermogen buiten het model. Niet alle alternatieven worden binnen
het model tegenover elkaar gesteld, zodat de opbrengst van de al-
ternatieve aanwendingsmogelijkheid van vermogen9~ als exogene factor
in het model moet worden gefntroduceerd. Voor partiële modellen is
een mogeli~ke formulering van de doelstelling:
maximaliseer de contant gemaakte kasstromen van de partiéle
portefeuille.
De hierbij te hanteren disconteringsvoet is de exogene factor in
het model, die de opbrengst van de alternatieve aanwendingsmoge-
lijkheden van vermogen dient weer te geven.
1.2.4 F~ige vaak toegepaste selectiecriteria voor investerings-
financieringsproblemen in een aituatie van zekerheid.
We geven een korte evaluatie van enige selectiecriteria, waar-
bij we in eerste instantie uitgaan van de volgende onderstellingen:
a. De ondernemer heeft de keus uit een eindig aantal investe-
rings-financieringsprojecten.
b. De planhorizon is het tijdstip T.
c. Ontvangsten en uitgaven vinden plaats aan het eind van een
planperiode.
d. De kasstroomvectoren zijn met zekerheid bekend. Project i
wordt volledig gekarakteriseerd door zi,jn kasstroomvector:
8~De kasstroom in de planningsperiode is geli,~c aan het verachil
tnssen de ontvangsten en uitgaven in deze periode.
9~Vergeli,~k 1.2.2 punt b.
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(1.12) wi - (~~o i~...,wT i)10).
r ~
e. Vermogen kan in willekeurige hoeveelheden worden aangetrokken
tegen een vermogenskostenvoet ~.
f. Vermogen kan in willekeurige hoeveelheden worden belegd tegen
een vermogensopbrengstenvoet P.
g. Alle projecten zijn onafhankeli~k van elkaar, dat wil zeggen
dat de kasstroomvector van een project niet wordt beinvloed
door het al of niet uitvoeren van andere projecten.
h. Van ieder project is het mogelijke beginti,jdstip bekend, ter-
wijl tevens de levensduur van ieder project bekend is.
Onder deze onderstellingen is het niet noodzakelijk de investerings-
financieringsportefeuille als één geheel te evalueren, maar kan ieder
project afzonderli,ilc beoordeeld worden. Immers uit onderstelling e
volgt dat ieder pro,ject uitgevoerd kan worden, aangezien vermogen
in onbeperkte hoe veelheden aan te trekken is, terw~jl volgens onder-
stelling g het uitvoeren van een project geen invloed heeft op de
resultaten van andere projecten.
Indien we de projecten afzonderlijk beoordelen dan is er aprake
van partiéle investerings-financieringsmodellen. Uit onderstellin~
f volgt dat er een alternatieve aanwendingsmogelijkheid van vermogen
is, nameli,jk het beleg~en van vermogen met een opbrengstvoet P. Voor
deze projectsgewijze benadering wordt dan ook als beslissingscriteri-
um gehanteerd:
maximaliseer de contante waarde van de kasstromen ( de ka~ii-
10 Deze definitie van kasstroom per periode is gekozen teneinde de
"wiskundige" formules eenvoudig te houden en toch in overeenstem-
ming met het meestal discrete karakter van investeringsprojecten
te blijven. In een wiskundig model zou een notatie in stroomgroot-
heden eleganter zijn, terwijl tevens de oplossingsprocedures, van-
~rege het dan ontstane continue karakter van de in het model te
hanteren variabelen, eenvoudiger zouden zijn.
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taalwaarde ) van de portefeuille.
llet próbleem tefien wellce rentevoet contant gemaakt moet worden is
in 1.2.3 ter sj~rake geweest. Daar is gesteld dat bi;j een partiéle be-
nadering de disconteringsvoet ~;eli,jlc moet zi,jn aan cle alternatieve
vermogensopbren~;stenvoet.
We beschouwen nu één investeringsproject, i. `~tel dat het begin-
tijdstip voor dit pro ject tijdstip 0 is, terwi,jl de levensduur van
het project li planperioden bedraagt. De kasstroom wt i komt op~
tijdstip t ter beschikking. Uit het voorafgaande volgt dat:
(1.13) Vt)1. wt i - U'i '
De kapitaalwaarde wi van project i is
T
(1.14) wi - ~ (lf'D)-twt'i.
dan:
Als disconteringsvoet wordt hier de vermogensopbrengstenvoet gehan-
teerd.
I`faximaliseren we nu de kapitaalwaarde van de onderneming, dan
houdt dit in, dat ieder project met een positieve kapitaalwaarde
in nitvoering moet worden genomen. Anders gezegd: project i wordt
in uitvoering genomen dan en slechts dan wanneer wi ~ 0.
Under de onderstellingen a tot en met h voldoet dit beslissings-
criterium, dat de pro,jecten ordent op basis van hun kapitaalwaarden,
aan de in 1.1.1 geformuleerde axioma's.
Aan axioma 1 wordt voldaan omdat geldt dat indien de kapitaal-
waarde van project i groter is dan de kapitaalwaarde van project j,
terr~ijl deze waarde op haar beurt weer groter is dan de kapitaal-
waarde van project k~ de kapitaalwaarde van project i groter is dan
de kapitaalwaarde van project k, zodat project i een grotere bijdrage
aan de doelstelling levert. Project i wordt dua geprefereerd boven
project k.
Ook axioma 2 geldt, aangezien kapitaalwaarden reéle getallen
zijn en voor twee reéle getallen het in axioma 2 gestelde alti,jd
geldt.
llat aan axioma 3 voldaan wordt is als volgt aan te tonen. Indien
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de kasstromen van project i nooit kleiner zi,jn dan de kasstromen van
project j, terwijl er een planperiode is waarvoor de kasstroom van
project i groter is dan die van project j, dan is de kaliitaalwaarde
van project i altijd groter dan die van pro,ject j. In symbolen:
i~oor de kasstromen van de pro,jecten i en j geldt:
{0,...,T~
(1.15) Ki~W. n~t wti~ ``'t .J r ~j
Hieruit volgt, aangezien ~ ~0:
IO, ... , T~
(1.16) i~t (1.~,)-twt'1 ~ (1~)-twt'J n
i0,...,T}
~t (ltr)-twt~i ~ (lt~)-twt~ j ,
~ .~p t T p t
t-~ (1 1 )- wt~i ~ ~ (1}l )- wtrj'
wi ~ wj~
zodat project i wordt geprefereerd boven project j.
Axioma 4 geeft de basisgedachte van de kapitaalwaardemethode weer.
In deze methode wordt namelijk ieder ~~roject vergeleken met Iiet nul-
project.Verder zijn de kapitaalwaarden van de projecten hier additief.
Een project wordt dan en slechts dan geprefereerd boven het nulpro-
ject indien de kapitaalwaarde van dit project positief ie. Ilet geeft
dan dus een positieve bijdrage aan de kapitaalwaarde van de porte-
feuille.
Uit het bovenstaande volgt dat de kapitaalwaardemethode onder de
gemaakte onderstellingen een rationeel beslissingscriterium is. Ilier-
bij dient tenslotte nog te worden opgemerkt dat via dit selectiecri-
terium,onder de gemaakte onderstellingen, qok het doel - maximalisatie
van de contante waarde van de kasstromen van de portefeuille - wordt
bereikt.
Een tweede selectiecriterinm ~lat vaak wordt toegepast is het cri-
terium van de ~nterne rentevoet. We zullen dit criterium aan een na-
dere beschouwing onderwerpen. I!it criterium luidt:
een project wordt in uitvoering genomen indien de disconterings-
voet ~, waarvoor de contante waarde van de kasstromen van het
project geli,jk is aan nul, niet kleiner is dan de vermogenskos-
tenvoet ~ .
In formulevorm:
project i wordt dan en slechts dan in uitvoerinh genomen indien
voor de oplossing van de vergelijlcing
1.
(1.19~ ~ (lfp~-twt'i - U
geldt dat ra ; ~.
Een eerste opmerking ~lie bij dit selectiecriterium moet worden gemaakt
is dat (1.19~ niet altijd een ondubl~elzinnige oplossing heeft. Ilet be-
palen van de interne rentevoet is het oplossen van een lidegraads ver-
gelijking, die in principe dus li wortels heeft. lleze wortels leg~en
vast bij welke waarden van c3e disconteringsvoet de kapitaalwaarde van
het project van teken verandert. Aan de disconteringsvocten moet oP
economische gronden de eis worden opgelegd dat ze positief en reéel
zijn. IIet selecteren op basis van een negatieve clisconteringsvoet
zou nameli,llc impliceren dat het vernietigen van vermogen positief ge-
waardeerd wordt, terwijl aan niet reéle disconteringsvoeten geen eco-
nomische betekenis kan worden toegekend.
Uitgaande van de eis dat de te beschri,iven methode tot een ondub-
belzinnig resultaat en tot maximalisatie vaii de kapitaalwaarde moet
leiden, kan een herformulerinaq van de interne rentevoetmethode gege-
ven wordenll~:
Project i wordt in uitvoering genomen indien ofwel
de som van de kasstromen van project i pobitief is en de op
11)~ie voor een nadere uitwerking appendix 1.1
ondubbelzinnige wijze te bepalen irrterne rentevoet ~ niet
kleiner dan de alternaticve vermo~ensopbrenfiatenvoet p is;
ofwel I
de som van de kasstromen v~zn pro,ject i nefiatief is en de op
ondubbelzinnige wijze te bepalen interne rentevoet ~ niet
groter is dan de alternatieve vermogenskostenvoet.
In formulevorm wordt dit:
Project i wordt dan en slechts dan in uitvoerir~ genomen indiE~n
de interne rentevoet ~ op ondubbelzinnige wi.jze uit (1.19~ te
bepalen is en ofwel
T
(1.20~ (~~ wt~i ~ ~Í ~ (~ ~ ~~ ~
ofwel
T
(1.21~ (~~ ~at~i L 0~ I1 (~a ~ (~~ .
In beide gevallen geldt dat de kapitaalwaarde van pro,ject i niet
negatief is~ zodat uitvoering van het project b~jdraagt tot het ge-
stelde doel~ maximalisatie van de kapitaalwaarde van de portefeuille.
We demonstreren deze equivalentie van de 1caPitaalwaardemetiiode en
de beschreven methode van de interne rentevoet nu aan de }rand van de
onderstaande figuren.
0 0
fi . 1. fi~. l.r}
Ilet verloop van de kapitaal- IIet verloop van de kal~itaal-
waarde als functie van de dis- waarde als functie van de dis-
conteringsvoet, indien de som conteringsvoet~ indien de som
van de kasstromen negatief is. van de kasstromen positief is
In fig. 1.4 is de kapitaalwaarde weergegeven als functie vrin de
disconteringsvoet indien de som van de lcasstromen van T~ro,ject i positief
is en de interne rentevoet(j ondubbelzinnig kan worden bepaald. Dan
geldt voor alle disconteringsvoeten groter dan r dat de lca~itaalwaarde
wi negatief en voor aile niet negatieve disconteringsvoeten kleiner
dan ~ dat wi positief is. Het gewi,jzigde interne rentevoetcriterium
is dus in dit geval equivalent met de lcapitaalwaardemetliode. llit
fig. 1.3 volgt dat ook als aan (1.21~ is voldaan deze equivalentie
gehandhaafd blijft.
Uit het bovenstaande kunnen we de conclusie trekken ~iat de metliode
van de interne rentevoet en de kapitaalwaardemetiiode cquivalent zijn
indien de interne rentevoet ondubbelzinnig bepaald is, dat wil zeggen
dat (1.19~ slechts één positieve reële wortel lieeft. 1Tieruit vol~t
dan ook dat onder deze extra voorwaarde het criterium van de interne
rentevoet aan de door ons geformuleerde axioma's voldoet.
Indien de interne rentevoet niet voor alle projecten oP ondubbel-
zinnige ~~ijze bePaald is, dan voldoet dit beslissingscriterium niet
langer aan de axioma's 1 en 2, zodat dan liet interne rentevoetcri-
terimm ~iet als rationeel criterium kan worden aanvaard.
De karitaalwaardemethode is dua algemener dan de methocte van de
interne rentevoet. llierbij dient te worden op~emerkt clat deze laatste
methode, indien aan de gestelde voorwaarden is voldaan, het voordeel
heeft dat de alternatieve vermogenskostenvoet pas on het beslissin~s-
moment zelf moet worclen bepaald, en niet zoals bij de kapitaalwaarde-
methode tijdens de beslissingsvoorbereiding. Er is dus minder infor-
matie betreffende de wijze van beslissen noodzalceli,jk om tot een eco-
nometrisch model te komen.
Een derde selectiecriterium is iiet criteriiun van de economische
teru~verdienti,jd. Dit luidt:
Een project i wordt in uitvoering genomen indicn de terugver-
dientijd van project i, ti, kleiner is dan de maximaal toege-
stane terugverdientijd t. De teruT,rverdicntijd T. is de ti,jd diei
verstri,jkt totdat de contante waarde van cle kasstromen van ~~ro-
ject i geli,ac is aan nul. In fornnilevorm:
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(1.`.~.2) ti - min[j I~0
~lfr~-t ~`'t i 2 D n J?
1~12~r
~
waarin ~ de alternatieve vermogensopbrengstenvoet is.
In de eenvoudigste versie hanteert men niet de alternatieve ver-
mogensopbrengstenvoet als disconteringsvoet, maar een disconterings-
voet nul.
Tegen dit criterium zijn een aantal bezwaren te formuleren:
a. In dit criterium wordt niet alle beschikbare informatie ver-
werkt. De informatie die betrekking heeft op de planperioden
T.f1,...,T wordt niet meegenomen.
b. Een project dat aan het criterium van de terugverdienti,jd vol-
doet behoeft geen positieve bijdrage aan de ka~~itaalwaarde van
de onderneming te geven, terwijl een project dat niet aan het
criterium van de terugverdienti,jd voldoet wel een positieve bicj-
drage aan deze kapitaalwaarde lcan geven.
c. Iiet criterium van cie terugverdientijd voldoet niet aan de axi-
oma's 3 en 4, zodat het geen rationeel criterium is.
1.2.5 Selectiecriteria bij een beperlct vermogensaaiibod.
We wijzigen nu onderstelling e in:
el. Vermogen kan in beperkte hoeveelheden van verscliillende ver-
mogenssoorten worden aangetrokken tegen bekende rentevoeten.
Deze rentevoeten blijven gedurende de planningsperiode constant.
De overige onderstellingen bli.jven gehandhaafd. Deze onderstelling im-
pliceert dat het niet langer mogelijk is alle in studie genomen pro-
jecten in uitvoering te nemen. );r is nameli,~k sPrake van een beperkt
budget, waardoor de projecten in hun f.inanciéle consequenties met
,
~ De hier gedefiniéerde verzameling kan een lege verzameling zi,jn.
In dat geval wordt het pro,ject niet uitgevoerd, omdat de kari-
taalwaarde van het pro ject gedurencle zi in geliele levensduur nei;a-
tief is.
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elkaar samenhangen. Ilet is nu niet langer zinvol de projecten onaf-
hankeli,~7c te evalueren.
De methoden voor het oplossen van het investerings-financierings-
probleem bij een beperkt vermogensaanbod zi,jn in twee categorieén in
te delen:
I. Methoden gebaseerd op een rangschikking van de projecten;
II. Methoden gebaseerd op een wiskundig optimaliseringamodel van
het investeringa-financieringsprobleem.
We bespreken van deze beide catefiorie~n de voornaamste methoden.
I. itangschikkingsmethoden.
Deze.methoden werken alle volgens de regel:
Rangschik de projecten in aflopende volgorde volgens een cri-
terium en accepteer de projecten in deze vol~orde voor zover
het vermogensbuclget niet is uitgeput.
Door de vermogensreatricties mogen de projecten niet langer onaf-
hankeli}k beoordeeld worden. Doordat de pro,jecten vaak niet deelbaar
zijn en in hun vermogensbeslag verschillen~ behoeft een ordening vol-
gens afnemende bijdrage aan de doelstelling niet tot de "optimale"
portefeuille te leiden. Door deze rangschikkingsmethoden worden bij
ondeelbare projecten niet alle binnen de vermogensrestricties moge-
lijlce portefeuilles met elkaar vergeleken. lle niet in de vergeli,jlcing
betrokken portefeuilles behoeven niet tot een lagere waarde van de
onderneming te leiden. Het is nameli~lc mogel~~lc dat het vermogensbud-
get niet door de op bovenstaande wijze bepaalde portefeuille wordt
uitgeput. Een andere combinatie van Projecten, die een kleiner bud-
getoverschot geeft, kan nu een hogere waarde geven. In geval er ver-
scheidene vermogensrestricties zijn is het }iierboven vermelde bezwaar
in versterkte mate aanwezig.
De voornaamste drie rangschikkingsmethoden zi,jn:
1. De rangschikkingsmethode volgens de kal~itaalwaarde.
Bij deze methode worden de projecten gerangsc}iikt naar hun kapi-
taalwaarde en in deze volgorde uitgevoerd voor zover tiet vermo-
gensbudget niet is uitgeput en de kapitaalwaarde niet negatief
is. ~oals we in 1.2.4 hebben gézien voldoet }iet criterium van cle
kapitaalwaarde, mits toegeí,ast op portefeuilles, aan de do~,r ona
gestelde axioma's. Hierbi.j moet worden opgemerkt clat in 1.2.4 is
uitgegaan van de onderstelling dat zowel de opbrenlqstvoet van de
alternatieve aauwendingsmogeli,jicheid van vermogen als de kostenvoet
van het aantrekken van vermogen bekend zijn, zorlat de ,juiste dis-
conteringsvoet vooraf te bepalen is. In geval van een beperkt ver-
mogensaanbod met verschillende vermogenssoorten kunnen de vermo-
genskosten in een planperiode slechts worden bepaald, indien vast-
staat welke investerings-financieringsprojecten worden uit~evoerd.
Deze cirkel wordt bij.de rangschikkingsmetiiode volgens de lca},itaal-
waarde op een min of ineer arbitraire wijze doorbroken, door middel
van de een of andere extrapolatie van de alternatieve vermogens-
opbrengsten uit het verleden.
We kunnen nu de volgende conclusie trek~cen:
Indien de projecten oneindig deelbare pro,jecten zi,jn en de dis-
conteringsvoet te bepalen is, dan yqeel't deze met}iode de porte-
feuille met de maximale kapitaalwaarde. lle toeí~asbaarheid van de
kapitaalwaarde als ordenin~sgrootheid wordt dan ook vaak oí, deze
grond verdedigd. Hierbij wordt ook vaak het argument aangevoerd,
dat door het relatief kleine vermogensbeslag van de mogelijke pro-
jecten ten opzichte van het vermogensbudget, de ondeelbaarheid
slechts een geringe invloed heeft op de kapitaalwaarde, zodat de
portefeuille die op deze wijze wordt gekozen tot een "near optimum"
voert
2. De rangschikkingsmethode volgens de interne rentevoet.
Bij deze methode worden de projecten gerangschikt volgens hun in-
terne rentevoet en in deze volgorde uitgevoerd voorzover de in-
terne rentevoet groter is dan de marginale vermogenskostenvoet
en het investeringsbudget niet is uitgeput. Zoals we in 1.2.4
hebben gezien is het criterium van de interne rentevoet, mits toe-
gepast op portefeuilles, een rationeel beslissingscriterium indien
voor alle projecten cie interne rentevoet op ondubbelziruiige wijze
is vastgelegd. Indien aan deze eis is voldaan dan bli;jft het bezwaar
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van de ondeelbaartieid van de pro,jecten gelden. Uit dien hoofde
geeft dus ook het criterium van de interne rentevoet geen oplos-
sing voor het gestelde probleem. Aangezien de interne rentevoet
onafhankelijk van de vermogenskostenvoet bepaald kan worden is
de verwerking van de verschillende vermogenssoorten met hun ver-
schillende vermogenskostenvoeten geen probleem. Concluderend kan
ten aanzien van de rangschikkingsmethode volgens het criterium
van de interne rentevoet gesteld worden:
Indien voor alle projecten de interne rentevoet ondubbelzinnig
bepaald kan worden en alle projecten oneindig deelbaar zi;jn, dan
geeft deze methode de oplossing van het gestelde probleem. In het
algemeen zal echter aan deze stringente eisen niet zi,jn voldaan,
zodat deze rangschikkingsmethode geen oplosaing geeft voor het
probleem de portefeuille met een maximale kapitaalwaarde te selec-
teren. We verwerpen deze methode dan ook ala besliasingscriterium
omdat hij geen ondubbelzinnige uitspraak behoeft te geven.
3. De rant[schikkingsmethode volgens de terugverdienti~jd.
Aangezien voor deze methode dezelfde bezwaren gelden als voor de
overige rangschikkingsmethoden, terw~jl daarnaast het criterium van
de terugverdienti,jd niet aan de gestelde axioma's voldoet, zullen
we dit criterium voor de deterministische situatie verder buiten
beschouwing laten.
Uit.het bovenstaande bli,)lct dat aan alle rangschikkingsmethoden
een aantal bezwaren verbonden zi,jn, die samenhangen met de ondeel-
baarheid van de projecten en de onmogelijkheid bij rangschikkingsme-
thoden met verschillende restricties tegelijkert~jd rekening te hou-
den. tiethoden waarbij met het bovenstaande rekening kan worden gehou-
den zijn wiskundige optimaliseringsméttioden.
II. Wiakundige optimaliseringsmethoden.
Bij deze methoden maakt men gebruik van een wislcundig model waarin
met interactiea en restricties rekening kan worden gehouden, zodat
hiervoor de voor de rangschikkingsmethoden geldende bezwaren niet
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opgaan. In deze modellen kunnen dns ook alle financieringamogeliJkhe-
den worden opgenomen, zodat er sprake is van een totaal investerings-
financieringsmodel. ~.oals in 1.2.3 is gesteld, kan als doelstelling
in het totaal model: " maximaliseer de som van de kas5tromen van de
portefeuille in de planningsperi.ode", worden gehanteerd. In t~et ver-
dere verloop van deze studie noemen we de soro van de kasstromen van
een portefeuille in de planningsperiode de eindrraarde van deze porte-
fenille. Het investerings-financieringsi~robleem is dan ook te for-
muleren ais:
Bepaal die portefeuille waarvoor de eindwaarde maximaal is.
We vervangen nu de onderstellintien e tot en met g door:
e2. Van vermogenssoort k(k-1,...,u1) is in planT~eriode t(t-0,...,T)
maximaal een bedrag qt k aanweziq. De vermogenskostenvoet vanr
vermogenssoort k in planperiode t is gel~jk aan ~t k'
fl. In beleg~ingsmogeli,jkheid k( k-ulfl,...,u) is in planperiode t
(t-0,...,T) maximaal een bedrag qt k belegd. De vermogensopbreng-~
stenvoet van beleggingsmogelijlcheid k in planperiode t is gelijk
aan ~Jt,k.
gl. Er mogen afhankelijke pro,jecten zijn, dat wil zegfien er kunrien pro-
jecten zicjn, wa~rvan de kasstroomvector beinvloed wordt door het
al of niet in uitvoering zijn van andere projecten.
iile formaleren mi een model dat aan de bovenstaruide onderstellingen
voldoet. Als beslissingsvariabelen definii~ren we:
(1.23) xt i- 1 indien project i gedurende planperiode t in
~ uitvoering is;
0 indien pro,ject i in planperiode t niet in
uitvoering is.
(1.24) dt k het in cie onderneming aanwezige bed~rag vzn ver-~
mogenssoort ( beleg~ingsmogeli,jkheid ) k in plan-
periode t.
Aangezien alle restricties als lineaire fiincties va~~ de beslis-
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singsvariabelen kunnen worden weergegeven, en tevens de doelstellings-
functie, maximaliseer de eindwaarde van de portefeuille, als een line-
sire functie in de beslissingsvariabelen te formuleren is, kan ecn ge-
mengd geheeltallig lineair programmeringsmodel worden opgesteld.
Me gaan er daarbij van uit, dat :
1. de planhorizon T bekend is,
~. de kasstroom van ieder project i(i-1,...,n~ in alle planperioden
t (t-0,...,T~, wt~i, bekend z;.jn.
De doelstelling: " maximaliseer de eindwa~irde, w, van de portefeuille",
is rru als volgt te formuleren:
maximaliseer
n - ~ u
(1.25~ w - ~ ~~wt,iXt,i k-11 t,kdt,k } )~f1Pt,kdt,k ~ '1
Iiierin is de eerste term de som var~ de kasstromen van de Projecten,
de tweede term de som van de vermogenskosten en de derde term de som
van de vermogensopbrengsten in een planperiode. Iiij deze formulering
dienen nog enige kanttekeningen te ~rorden gemaakt.
Uit onderstelling h volgt dat indien bekend is dat project i wordt
uitgevoerd, ook bekend is gedurende welke planperioden dit project
in uitvoering is, zodat volstaan kan worden met de invoering van één
variabele per project:
(1.26~ ai - 1 indien F~roject i wordt uitgevoerd,
0 indien project i niet wordt uitgevoerd.
Ook de kasstroom van project i in de planningsperiode, wi, kan recli~-
streeks worden bepaald:
T
(1.27~ wi - ~ wt i'~
De vereenvoudigde doelfunctie wordt dan:
u
(1.28~ w - ~ w,x. t ~ -~ di- i i t~0 {]c-1 ~t, k t, k t k-u fl t,kdt,k~~
3b
De restricties voor de vermogenssoorten en de beleggingsmogeli,jk-
heden luiden:
(1.29) dt,k ~ qt,k (ts0,...,T; kel,...,u).
Hierb~j komen nog de voorwaarden die voor iedere planperiode uit-
drukken dat het totaal geYnvesteerd vermogen maximaal gel~jlc kan ziajn
aan het in die periode beschikbare vermogen,ofwel:
t ul u
(1.30) ~~w z f~ 1- -j~0i~1 j,i i c~al( ~t,k)dt,k k~ifl(1~t,k)dt,k ~ D'
(t:-~,...,T).
Tnssen de projecten ktmnen ook logische relatiea bestaan. We geven
hiervan enige voorbeelden. Indien project i en project j elkaar uit-
sluitende projecten zisjn, dan kan dit worden weegegeven door:
(1.31) ai f aj ~ 1.
Indien er verschillende elkaar uitsluitende projecten zi,jn, dan is
de uitslnitingsregel op soortgeli,~ce wi~jze te formuleren.
Naast elkaar uitsluitende projecten kunrien er ook complementaire
projecten voorkomen. Dat wil zeg~en, projecten die slechts in uit-
voering kwinen worden genomen indien een ander project in uitvoering
is. De voorwaarden, die op deze wijze ontataa,n, kunnen in formule wor-
den weergegeven door:
(1.32) z. ~ x.~i ~
waarmee wordt aangegeven dat project i alechts dan in uitvoering kan
worden genomen indien project j in uitvoering i s. l~~en nadere uitwerking
van mogeli~7ce relaties is gegeven in 3.2.2.2.
Vooronderstelling gl, waardoor fysische afl~ankeli~lcheid (eynergie-
effect) wordt geTntroduceerd, kan met behulp van de beschreven re-
laties worden verwerkt. Door iedere mogelir~ke combinatie van afhanke-
li,jke projecten als afzonderlijk project te definiéren en een uitslui-
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tingsregel in de vorm van (1.31) tussen zo'n combinatie en haar sa-
menstellende bestanddelen te formuleren, knnnen de syner~qieéffecten
in het model worden opgenomen ten koste van een groter aantal beslis-
singsvariabelen, maar zonder dat niet-lineariteiten in het model be-
hoeven te worden geintroduceerd.
Naast de in het voorgaande vermelde voorwaarden icomen nofi de






Het optimaliaeringsmodel: "maYimaliseer ( 1.28) onder de voorwaar-
den (1.29) tot en met (1.34)" is een gemengd geheeltallig lineair
programmeringsprobleem. Dit kan met één van de bestaande 0-1- opti-
maliseringsalgoritmen worden opgelost, indien het aantal 0-1--varia-
belen niet te groot is. Bij de huidige programmatuur moet men hier eer-
der denken in tientallen dan in honderdtallen.
~ Het hierboven beschreven model, dat grote overeenkomst vertoont
met in de literatuur bekende modellen13), houdt rekening met zowel
de ondeelbaarheíd van de projecten als met hnn onderlinge afhasilce-
lijkheid.Hiermede is aan de bezwaren van de rangschiklcingamethoden
tegemoet gekomen. Er dienen echter nog wel enige opmerkingen bij dit
13 V reg il jk, R.Ii.BERIVHAIZIJ, Mathematical I'rogramming Models for Ca-
pital Budgetting, Journal of Financial and Quantitative
Analysis,4 (1969), blz. 111-159.
F.HAN~1`tANN, Operations R.esearch Techniques for CaPital
Inveatment, John Wiley and Sons, Inc.,New York, 1968.
J.C.T.r1A0, Qnantitative Analysis of Financial Decisions,
MacMillan, Londen, 1969.
H.M.WEINGARTNER, Capital Bndgetting of Interrelated Pro-
jects: Survey and Synthesis, Management ~cience,l2 (1966),
blz. 485-516.
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model te worden geplaatst.
Op de eerste plaats is de bepaling van de lengte vrin de planninga-
periode buiten beschouwing gelaten. tv`e zijn uitgegaan van een voort-
schrijdende planning en hebben voor een zodanige lengte van de plannings-
periode gekozen~ dat gebeurtenissen die na deze planningsperiode plaats.
vinden geen invloed hebben op beslissingeri voor het beslissingsmoment.
Dit heeft tot gevolg dat de resultaten van het mociel in twee categorie-
en zi,jn in te delen:
a. de uitkomsten voor planperiode rrul~ wellce beslissingsadviezen
zijn,
b. de nitkomsten voor de overige planperioden, welke slechts
richtlijnen geven, die steeds meer aan waarde verliezen naar-
gelang de desbetreffende planperiode dichter bij de planhori-
zon ligt.
Ten tweede moet worden opgemerkt dat het bovenstaande model een
totaal model is~ en dus niet gehanteerd mag worden v~oor partiéle in-
vesteringsproblemen. Bij partiéle problemen zal relcening moeten worden
gehouden met de alternatieve aanwendingsmogelijkheden van vermogen, en
dus de kapitaalwaardemethode moeten ~.rorden gehanteerd.
Ten derde is in de formulering van de doelfunctie de restwaarde van
de projeoten op de planhorizon in de kasstroom begrepea. Deze rest-
waarde is geli,llt aan de contante waarde14~ van de kasstromen van het
project~ gednrende het restant van zi,jn economische levensduur. In-
dien de restwaarde van alle projecten op een ti,jdstip voor T( de plan-
horizon ~ goed te bepalen is, dan kan de planningsperiode tot aan dit
ti,jdstip worden bekort. De omveng van het te hanteren model wordt dien-
tengevolge kleiner.
Ten vierde dienen we nog een opmerking te maken over de verwerkin~q
van de belastingen. Indien de belastingtarieven afhankelijk zi,jn vrin cie
tijd~ dan dient in de doelfunctie een wijziging te worden aangebracht.
Ten eerste zal het ondernemingsreaultaat in de doelfunctie moeten wor-
den opgenomen, dat wil zeggen dat rekening gehouden moet worden gehou-
den met de fiscale afschri,jvingen van de projecten. Op de tweede plaats
dient hierin het belastingtarief als vermenigvuldigingsfactor te worden
14 Oo~- k hier is de te hanteren disconteringsvoet de opbrengstvoet van de
beste alternatieve aanwendingsmogeliJkheid van vermofien na de plan-
horizon.
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opgenomen. Ten derde moeten de liqniditeitsrestricties worden aange-
past, aangezien belastingen liquiditeit vragen.
Ter afsluiting van deze paragraaf vatten we onze conclusies ten
aanzien van aelectiecriteria voor het investerings-financieringspro-
bleem in een deterministische situal,ie samen:
Onder de onderstellingen, die garanderen dat een projectsgewijze
beoordeling leidt tot het globale maximumresultaat, zi,jn de methoden
van de kapitaalwaarde en de interne rentevoet te hanteren. Deze hebt~en
het voordeel van hun eenvoudige rekenprocedure. In alle andere situ-
aties blijft het kapitaalwaardecriterium, m3ts toegepast op portefeuil-
les, een rationeel criterium. In dezc situaties behoeft projectsge-
wijze beoordeling echter niet langer tot het globale optimumreaul-
taat te leiden, zodat de klassieke rangschikkingscriteris niet langer
aanvaardbaar zijn. I;en methode die in de deterministisclie situatie
steeds tot rationele beslissingen leidt is de methode van de wis-
kundige optimalisering. Indien er sprake is van een totsal model,
dan dient men als doelstelling van de onderneming maximalisatie van
de eindwaarde van de portefeuille te hanteren. In partiéle modellen
moet maximalisatie van de kapitaalwaarde als doel worden geateld.
Wil het in deze paragraaf afgeleide model in practicis toe te pas-
sen zijn, dan moeten alle gemaakte onderatellingen vervuld zijn. De
zwaarste onderstellingen zí,jn dan: alle inveaterings- en beleqginga-
mogelijkheden zijn bekend, de kasstromen van alle projecten zijn met
zekerheid bekend en de ontwikkelingen op de kapitaalmarkt zi,jn met
zekerheid te voorspellen. Aan deze onderstellingen zal alechts in
uitzonderlijke situaties voldaan zi,jn. In alle elementen~ die bij deze
onderstellingen een rol spelen, is het toeval een belangrijke factor.
1.3 Investeren en financieren onder risico.
1.3.0 InleidinA.
Loals we aan het eind van de vorige paragraaf hebben gezien, speelt
het toeval bij inveaterings-financierin~qsbeslissingen een belanQri,jlce
rol. Bij de in de literatniir ontwikkelde selectiecriteria zi,jn er een
aantal waarbij dit toeval wordt gelntroduceerd. Een bedrijfseconomise}i
criterium dat gehanteerd kan worden in een aituatie waarin toeval
speelt, is het in de vorige paragraaf vermelde criterium van de teru~-
verdientijd. Hierbij wordt aangenomen dat gedurende een beperkt aantal
planperioden de kasstromen van de projecten met zekc.rheid bekend zijn,
terwijl met de kasstromen na deze perioden geen relcenin~ wordt geliouden.
Er wordt als het ware een breukpunt in de ti,jd qelegd, waardoor het
bekend veronderstelde van het onbekend onderstelde wordt gescl~eiden.
Daarnaast zijn vooral in het laatste decennium vele criteria en model-
len ontwikkeld die op meer of minder geavanceerde manier het toeval
introdncerenl5~. Alvorens nader in te gaan oP enige van deze criteria
geven we een definitie van het begrip toeval en de invloed hiervan
op het in 1.1.1 geformuleerd axiomastelsel.
1.3.1 Een definitie van een rationeel bealissinYacriterium in een
stochaetische situatie.
Toeval is door de diverse betekenissen, die het in het aprankge-
15~Gie o.a.,R.M.ADEL50N, Criteria for capital inveatment: a ap~~roach
through deciaion theory, Operational Hesearch Quarterly,
16 (19~5).
D.E.FARRAR., The investment decision under uncertainty,
Prentice Hall, Englewood Cliffs,1962.
D.B.HERG, Risk analysis in capital investment, iiarvard
Bnsinesa Review,42 (1964).
F.S.HILLIER, The evaluation of risky interrelated invest-
ments, North-Holland ]~ublishing Company, Amsterdam,1969.
J.IIIR`~CHLEIFER, Ef ficient allocation of capital in an
uncertain world, ~merican Economic Review, (196r~),blz. 77-85.
B.NASLUND, A model of capital budgetting under risk,
Journal of Business,3~, (1966), blz. 2~7-271.
H.M.IviARKOWITZ, Portfolio selection,John tliley and 5ons,
New York, 1959.
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bruik heeft niet zonder meer in deze studie hanteerbaar. IJe maken bij
dit begrip toeval onderscheid tussen onzekerheid en risico. ~Je slui-
ten ons aan bij de definities van F.H.KNIGHT16~. 'Lowel onzekerheid
als risico verwijzen naar een situatie waarin de uitkomsten van een
portefeuille niet met zekerheid bekend zijn. Fr is sprake van onzeker-
heid, indien de mogelijke uitkomsten ( de uitkomstenruim~áe ~ van een
portefeuille bekend zijn, maar de waarschijnliikheidaverdeling over deze
uitkomstenruimte onbekend is. Van risióo is sprake wanneer de waar-
schijnlijkheidsverdeling van de uitkomst van een portefeuille bekend
of te bepalea is. Dit laatate kan op zowel sub,jectieve als objectieve
wijze geschieden. Het objectief bepalen van een kansverdeling is slechts
mogeli,~1: op basis van een reeks uitkomsten van het te bestuderen pro-
ces. Er zijn echter vele projecten welke eenmalig zijn, zodat in die
gevallen geen sprake is van een zich herhalend proces. B~j inveater.ings-
financieringaprojecten is dan ook veelal aprake van gedeelteli,jk ob-
jectieve en gedeelteli,jk subjectieve informatie betreffende de kansveri-
deling van de uitkomet. De kansverdeling is niet volledifi op objec-
tieve wijze te apecificeren, maar is ook niet volledig onbelcend. Inves-
terings-financieringsselectie vindt dan ook meestal plaats in een si-
tuatie die inligt tussen onzekerheid en riaico.
~~Je kunnen ons nu afvragen of het niet besc}iiklcen over voldoende
objectieve informatie,om de waarschijnlijkheidsverdeling van cie kasstro-
men van een project objectief te bepalen, gelijk gesteld moet worden met
de sitnatie, waarin we in het geheel geen informatie hebben omtrent deze
kansverdeling ( onzekerheid ~. Op deze manier gesteld dient deze vraag
ontkennend te worden beantwoord. We atellen ons derhalve de vraag:
Op welke wi,jze moet aubjectieve informatie verwerkt en gewaardeerd
worden?
In de literatuur zijn twee opvattingen omtrent de verwerking van
subjectieve informatie te onderscheiden:
a. De verwerking gebaseerd op de speltheorie. Deze opvatting steunt oii
de gedachte dat de kwaliteit van subjectieve informatie niet op ob-
~ie F.H.KNIGHT, Risk~ Uneertainty and Profit, Houghton-Mi,Pf lin,New
York, 1921.
Vergeli,~k ook Inleiding blz. 6.
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jectieve w~jze is vast te atellen. De in deze verwerkingacatefiorie
voorgestane oplossingamethoden onderstellen wel dat de uitkomsten-
ruimte van de portefeuille volledig bekend ie, maar dat de kana-
verdeling op deze uitkomstenruimte niet geapecificeerd kan worden.
Het stochastische karakter wordt hier op vergel~7cbare ~rijze verwerkt
als bi,j het criterium van de terugverdientijd. Ook hier wordt van
bepaalde facetten van het systeem een volledige informatie onder-
steld, terwi~jl van de andere facetten het volledig ontbreken van
informatie ondersteld wordt. In deze opvatting wordt een situatie
met gedeelteli~lc subjectieve informatie altijd opgevat als een si-
tuatie van onzekerheid.
b. De verwerking volgens een Bayesiaanse methode. Bij deze verwerkinfis-
methode onderstelt men dat de kwaliteit van de subjectieve infor-
matie te bepalen is. Men komt dan tot de bepaliry~ van de waarachi,jn-
lijkheidsverdeling van de uitkomst van de portefeuille. De aituatie
van gedeelteli,)Zc subjectieve informatie wordt in deze verwerkin~qs-
methode dus gel~jk geateld met een situatie van risico.
Naar onze,overtuiging moet men in modellen voor investerings-finan-
cieringaproblemen ook de beschikbare subjectieve informatie incorpo-
reren. Modellen voor een situatie van onzekerheid, zoals spelthe-
oretische modellen, zijn nit dien hoofde voor ona dan ook niet aanvaard-
baar. De wi,jze waarop de snbjectieve informatie met de objectieve infor-
matie moet worden gecombineerd, laten we verder buiten beschouwing. We
nemen dus aan dat de beschikbare informatie op zodanige w~jze verwerkt
kan worden dat de kansverdeling van de uitkomat van een portefeuille
te bepalen is. De door ons te bespreken criteria zijn dan ook bealis~;ings-
criteria voor investerings-financieringsproblemen in een aituatie van
risico.
In analogie aan de vorige paragraaf nemen we aun dat een portefeuil-
le volledig beschreven wordt door de waarsch~jnlijkheidaverdeling van
zijn kasstroom. Deze verdeling is een convolutie van de wa.arschijnli~7c-
heidaverdelingen van de projecten die samen de portefeuille vormen.
Een beslisaingscriterium legt de preferentiea tusaen de portefeuilles
vast. In 1.2.3 is gesteld, dat de som van de knsatromen in een plan-
!f 3
ningsperiode ( de eindwaarde ) een portefeuille karakteriseert. Voor
de risicosituatie betekent dit dus dat een beslissingscriterium ~~e
preferenties moet vastleggen tussen de wsarschijnli,jk}ieidsverdelin~;en
van de eindwaarden van de portefeuillea. Concreter geformuleerd:
aan iedere stochast x met waarschi,jnli,jkheidsverdeling N'x(. ) wordt
een reéel getal u(Fx(.~) toegekend, zodanig ~lat u(Fx(.)) ~ u(i'x(.))
dan en slechts dan geldt als Fx(.) ~ Fy(.). Dat wil zeg~en dat we
een functionaa117)zoeken, die de verzameling van waarschijnli,}lcheids-
verdelingen afbeeldt op de reële getallenrechte.
Voor de risicosituatie blijven de in 1.1.1 geformuleerde axioma's
onverkort gehandhaafd. De formulering van deze axioma's dient echtcr
wel voor de risicosituatie aangepast te worden, aangezien niet lang-
er deterministische grootheden maar waarachi,jnlijkheidsverdelin~en
moeten worden vergeleken.
De waarschi~inli.tkheidsverdeling van de kasatroomvector van porte-
feuille A geven we aan met FA(.~. De kans dat deze vector kleiner
is dan de vector X is geli,~ aan FA(X). Voor de risfcosituatie worden
de axioma's dan:
Azioma ls. Transitiviteit: Indien portefeuille A geprefereerd wordt
boven portefeuille B en portefeuille B wordt geprefereerd
boven portefeuille C, dan wordt portefeuille A geprefereerd
boven portefeuille C.
In formulevorm:
(1 .35) {FA(.) ? FB(.)~ ~ {FB(.) } F~(.)} ~ ~'A(.) } F~(.)}.
Azioma 2s. Volledi~heid: voor elk tweetal portefeuilles A en B geldt
dat 6f portefeuille A geprefereerd wordt boven portefeuille
B, 6f de portefeuilles A en B aeli,)lcwaardig zi,jn, 6f porte-
17 Onder een functie verstaan we een voorschrift dat aan ieder qe-
tal een ander getal toewi,jst.
Onder een functionaal verstaan we een voorschrift dat aan iedere
functie een getal toewijst.
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fenille B geprefereerd wordt boven portei'euille A.
In eymbolen:
Voor iedere A en B geldt een van de relaties:
(1.36) FA(. ) } FB(. ), FA(. ) -"FB(. ), FA(. ) ~ 1~'B(. ).
Azioma 3s. Dominantie: Indien voor iedere mogelijke uitkomatenvector
X geldt dat FA(X) niet groter is dan FB(X), terwi,jl er ten-
minste één X ie waarvoor FA(X) kleinar is dan FB(X), dan
wordt portefeuille A geprefereerd boven portefenille B.
In wiskundige notatie:
(1.37) ~ ~X FA(X) ; FB(X) n X FA(X) ~ FB(X)1~ {FA(.) ~ FB(.)} .
Axioma 4s. Mar~inale consistentie: 1'ortefeuille A wordt dan en slechts
daa boven portefeuille B geprefereerd, indien de artifici-
ele portefeuille C, die als waarde het verechil in waarde
van de portefeuilles A en B heeft, geprefereerd wordt boven
de nulportefeuille, de portefeuille die een waarde nul hecft.
E~cacters ala
WA de kasstrooavector van portefeuille A met waarschi,jnliJk-
heidaverdeling FA(.),
W~ de kasstroomvector van portefenille B met w8arachi,jnlijk-
heidaverdeling FB(.),
W~ de kasstroomvector van de artificiéle portefeuille C
met waarschi~jnliJlcheideverdeling FC(. )
is, dan beataat er een W~ zodanig dat, hetzi,j
(1.38) WA - WB t W~ én WB en ~ stochaetisch onderling onafhankelijk zi,jn,
hetzij
(1.39) MA t~- W~ én WA en WC atochastisch onderling onafhankeli,jk zijn.
Als ( 1.38) geldt, dan is het axioma in aymbolen weer te ~qeven
als:
( 1.40) ~FA(.) } FB(.)} ~~ {FC(.) ~ p}.
Geldt daarentegen (1.39), dan wordt dit:
(1.41) jFA(.) } FB(~~} ~ ~FC(~) ~ ~} .
We geven nu een korte toelichting bij de bovenstaccnde axioma's. I)e
axioma's 1 en 2 worden vaak samengevat ala:
Een beslissingscriterium is slechts dan rationeel indien het de
mogeli,jke waarschijnlijkheidaverdelingen ordent. Dien noemt dit ook
wel de eis van ordinaliteit.
Alhoewel deze eis triviaal 1~1ct, moet worden opgemerkt dat hij im-
pliceert dat een ordening van alle waarschijnli,jkheidsverdelingen gede-
finiéerd moet zijn. Asioma ls sluit niet in dat de indifferentierela-
tie transitief is. Deze eis behoeft ten aanzien van een rationeel be-
slissingscriterium in de risicosituatie oolc niet te worden gesteld.
Indifferentie is nameli,jk gedefiniéerd als gelijkwaardig met voor zover
men informatie heeft.
De beide andere azioma's z~jn op soortgelijke wijze als in de cieter-
ministische sitnatie te verdedigen.
Ook hier geldt, dat zodra de gesteldj axioma's opgsan, voldaan is
aan de intuitieve eis van invariantiel8 ~
1.3.2 EniQe definities.
Bij de bespreking van beslissíngacriteria voor de risicosituatie
hanteren we de volgende definities.
Definitie 1.1 Een preferentierelatie is een ordeningsrelatie, die de
bealiaser tussen de waarschi,jnlijkheidsverdelingen van
kasstromen van elk tweetal portefeuilles legt.
Definitie 1.2 Een preferentiefunctionaal is een functionaal, die aaii
iedere waarschijnli,jlcheidsverdeling van een eindwaarde
een reéel getal toekent, zodanig dat de ordening van
deze getallen overeenstemt met de preferentierelaties,
die voor de beslisser tussen de portefeuilles bestaan.
Definitie 1.3 Een nutsfunctie is in deze studie ecn functie die nan
iedere mogeli,jke uitkomst van een portefeuille een re~el
18)7.ie 1.1.1 blz. 18.
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getal toekent, dat hc~t nut van deze uitkomst weergeert.
Definitie 1.4 }}et zekerheidsequivalent van een kastitroom wt in plan-
periode t met waarsc}ii.jnlijkheidsverdelinq F'w (. ) is die
deterministische kasstroom ct, clie voor de 6eslisser
een gelijk nut heeft als de stochastische kaastroom.
Definitie 1.5 Het zekerheidseguivalent van een eindwaarde w met
waarschijnlijkheidsverdeling Fw(.) is die deterministische
eindwaarde c, die voor de beslisser eenzelfde nut hecft
als de stochastische eindwaarde.
Definitie 1.6 Er is sprake van risico-afkeer, indien het zekerheida-
equivalent van een stochast kleiner is dan de mathe-
matische verwachting van deze atochast. Als dit zeker-
heidsequivalent groter is dan deze mathematische ver-
wachting, dan spreken we van riaico-geneigdheid, zijn
zekerheidsequivalent en mathematische verwachting aan
elkaar geli~lc, dan bevinden we ona in een aituatie van
risico-indifferentie.
Uit de bovenataande definities volgt dat de preferentiefunetionaal
van de waarschi,jnlitjkheidaverdeling van de eindwaarde van een portefeuille
als maat voor de waarde van de onderneming kan worden qebruikt. Dc
doelstelling van de beslisser zal dan ook maximalisatie van deze pre-
ferentiefunctionaal zi,jn.
Ten aanzien van de preferentiefunctionaal geldt de volgende stelling:
Stelling 1.1 Indien de verzameling van portefeuillea eindig is en aan~.
de axioma's ls,2s,3s en 4s is voldaan, dan geldt c}at er
een reële functie h(.), gedefiniëerd op de uitkomsten-
ruimte van de eindwaarde van de portefeuille, Lestaat,
zodanig dat voor iedere ~~ortei'euille de preferentie-
functionaal, u(F (.)), voldoet aan :w
0
(1.42) u(Fw(.)) - J h(v) dFw(v).
Voor het bewijs van deze stell ing verwi,jzen we naar: 1'. C. FI51iBiJ}W,
Utility Theory for Decision Making, John ~~'iley and Sons, Inc., New York,
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19?0,blz. 121 e.v..
~telling 1.1 houdt in dat er voor de bealisaer een nutsfunctie h(.)
is, zodanig dat maximalisatie van de verwachting van deze functie een
rationeel beslissingacriterium is. Dit criterium wordt in de literatuur
vaak het BERNOULLI-FRINCIPE genoemdl9).
Indien deze nutsfunctie bovendien een niet dalende functie van ~Ie
eindwaarde is~ dan geldt dat maximalisatie van het, zekerheidsequiva-
lent van de eindwaarde van de portefeuille tot eenzelfde resultaat leidt
dan maximalisatie van de preferentiefunctionaal. De ordeninfi volgens de
zekerheidseqnivalenten van de eindwaarden is dan nameli,jk gelijlc ar~n de
ordening volgens het nut van het zekerheidsequivalent. Verder is de
waardering van het zekerheidaequivalent gel' aan de waardering van
de stochastische kasstroom.
Er zijn dus twee formuleringen van de doelfunctie mogeli,~lc, indien
de nutsfunctie een niet dalende functie van de eindwaarde is:
1. mazimaliseer het zekerheidaequivalent;
2. mazimaliseer de waarde van de preferentiefunctionaal.
1.3.3 Selectiecriteria bij riaico-indifferent eedra~.
In eerste inatantie gaan we uit van:
a. De bealisaer beschikt over een volledige inventarisatie van de mo-
geli,;lce investerings-financieringsproíecten.
b. De planhorizon is tijdstip T.
c. Ontvangsten en uitgaven vinden plaats aan het eind van een plnn-
periode.
d. Een project i wordt volledig gekarakteriseerd door zi,jn kasstroom-
vector W.,~
(1.43) W1 a
(wo i,...rJI' i).~ ~
Aierin is ~ het atochastische eqnivalent van de in (1.1) gedefini-
eerde vector W..i
e. Vermogen kan in willekenrige hoeveelheden worden aangetrokken tegen
19~Zie H.SCIINEEWEI:~S, Entecheidungskriterien bei Risiko, tipringer Verla~,~,
Berlin, 1967, blz. 61 e.v..
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een vaste vermogenskostenvoet ~.
f. Vermogen kan in willekeurige hoeveelheden worden belegd tegen een
vaste vermogensopbrengstenvoet (J.
g. Alle projecten zijn onafhankeli,~kl van elkaar; de kasstroomvector van
een project wordt niet be4nvloed door het al 01' niet uitvoeren van
andere projecten.
h. Van ieder project is het mogeijke tijdstil~ van in uitvoering nemen
bekend, evenals de levensduur.
i. Het gedrag van de besliaser is risico-indifferc~nt.
Iiet doel van de investerings-financieringsselectie is het bepalen
van die portefeuille waarvoor ofwel de wanrde van de preferentiefuncti-
onaal ofwel het zekerheidsequivalent van de eindwaarde maximaal is.
Uit onderstelling i volgt dat het zekerheidsequivalent van een stochast
voor deze beslisser gelijk is aan de mathematische veraachting van deze
stochast. Analoog aan de deterministische situatie lcan de doelstelling
bij een risico-indifferent gedrag voor portefeuillebeslisaingen nu gede-
finiéerd worden als:
maaimaliseer de verwachting van de eindwaarde van de portefeuille.
Voor partiéle modellen is deze analogie:
maximaliseer de verwachting van de som van de contant gemaalcte
kasstromen van de partiéle portefeuille.
Ebenals in de determiniatische situatie, kan onder de onderstel-
lingen a tot en met i worderi volstaan met een projcctsgewijze evaluatie
ten einde aan de hierboven vermelde doelstelling te voldoen. Uit de
onderstellingen e en f volgt dat er zowel alternatieve aanwendings- als
aantrekkingsmogeli`ykheden van vermogen zijn, zodat de doelstelling voor
partiële modellen moet worden gehanteerd. Verder volgt uit deze beide
onderstellingen dat er geen vermogensreatricties zi,jn en de I~ro,jectcn
zijn bovendien onafhankeli,}1c~ zodat de verwachting van de kapitaalwaarde
van een portefeuille gelijk is aan de som van cle verwachtingen van cle
kapitaalwaarden van de projecten, die samen de portefeuille vormen. De
optimale portefeuille bestaat dan uit alle projecten met een positieve
verwachting van de kapitaalwaarde.
Door onderstelling i is de stochastische situatie teruggebracht tot
een deterministsiche situatie, zodat het in 1.`~.4 beaprokene ook hier
geldt. Hierbij moet ~vorden aan;etekend, dat het in die paragraaf ge-
hanteerde begrip kasstroom hier vervangen moet worden door het befirip
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verwachting van de kasstroom.
Onder onderstelling i is ook het in 1.2.5 afgeleide van toepasainR.
~1'el moeten de vermogensreatricties worden aangepast. lle vraag naar ver-
mogen is name1~11c niet langer deterministisch maar stochastisch. Voor
een nadere uitwerking van deze vermogenarestricties verwijzen we naar
3.2.
Samenvattend kunnen we conclnderen dat, indien de bealisser zich
risico-indifferent gedraagt, de conclusies uit 1.2 bli,jven gelden.
1.3.4. Selectiecriteria bij een risica- mi.idend qedraq.
In deze subparagraai' wordt onderstellin~q i vervaiigen door:
il. De bealisser handelt als risicomijder.
~Ook hier zi,jn twee formuleringen 0 v~zn het investerings-financic-
ringsprobleem mogeli~7c, indien de nutsfunctie een niet-dalende functie
van de eindwaarde is, te weten:
A. Bepaal de portefeuille met het maximale zekerlieidsequivalent.
B. Bepaal de portefeuille met de maximale wearde van de preferentie-
functionaal.
ad A. Tot deze categorie behoren de criteria, die gebaseerd zi,jn op
een directe meting va,n het zekerheidsequivalent. Ilierbij nemen we zan
c?at het zekerheidsequivalent uitsluitend door de kasstroomvector van
de portefeuille beTnvloed wordt. De kasatroomvector van I~ortfeuille A
geven we weer als:
(1.44) W'A ~ (~~A, ...,w~,~A).
1. Het criterium van de minimale teruaverdientiid.
De teragverdienti,jd in de stochastische situatie is de ticjd, T~ die
verstrijkt totdat de verwachting van de som van de kass~tromen van





(1.45) -CA - min ( j ~ t~0 Wt.A ~
0 n j ~ 1)~1).
Ten aanzien van dit criterium blijven de bezwaren, zoals die
in 1.2.4 voor de determiniatische sitnatie zijn vermelc~ van kracht.
Aet selectiecriterium van de minimale terngverdientijd is dus ook
in de risicosituatie geen rationeel criterium.
2. B~slisain~scriteria gebaseerd op de risicodiaconterin~avoet.
De risicodisconteringsvoet is een wegingsfactor, die een uit-
drukking geeft voor het risico verbonden a~an een stochastische
kasstroom.
Indien het zekerheidseqnivalent van een kasstroom w geli,jk is
aan u, dan is de risicodisconteringsvoet r een juiste maatstaf
indien geldt:
(1.46) u ~ (lfr)-1 ~w.
In woorden: de risicodiaconteringsvoet is geliJk aan het ryuotiént
van het verschil tussen de mathematiache verwachting van de kas-
stroom en zï,jn zekerheidsec}uivalent, en het zekerheidaeRuivalent
van de kasstroom.
E~ behoeft niet te gelden dat het zekerheidaequivalent van de
som van een aantal kasstromen gelijk is aan de som van de zeker-




- ~ (1trt~EWt A'r
n
(1.48) (lfrt)-1 ~wt A ~ L (lfrt i)-l~wt i'
r ~ r
Hierin is ~ wt i de verwachting van de kasstroom in planperiode t.
van het ide project uit portefeuille A, nA het aantal projecten
in portefeuille A en rt i de risicodisconteringavoet van ~ i.~ ~
Voor iedere mogeli,i7ce portefeuille moet dua op subjectieve wi,jze
de risicodisconteringsvoet worden vastgesteld, aangezien deze niet
zonder meer uit de risicodisconteringsvoeten van de samenstellende
projecten is af te leiden. In het algemeen geldt dus dat }iet, be}ia-
21)Vergelijk ook (1.16).
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len van de risicoclisconteringsvoet dezelfde problemen geeft als
het rechtstreeks bepalen van de rekerheidsequivalenten van alle
portefeuillea. Dit stuit wegens het grote aantal mogeli,jkheden
op grote praktische problemen. Slechta indien het zekerheidsequi-
valent van een portefeuille gel~jk ia aan de som van de zekerheids-
equivalenten van de samenstellende projecten ia de methode~ geba-
aeerd op de risicodisconteringsvoet praktisch toe1~asaelí,jk.
3. Het criterium van de minimale verlieswaarschi.jnlijkheid.
lle verlieawaarsch~jnli,}7cheid, d, is de kans dat de eindwaarde van
een portefeuille kleiner is dan cen vaii te voren ~qekozen ~aaarde w.
In formule:
T
(1.49) PI ~ wt~A S w, ~ aA.
Ook ten aanzien van de verlieawaarachi,jnlijkheid van een porte-
feuille geldt~ dat deze niet zonder meer uit de verlieawaarachi,jnli,jk-
heden van de samenstellende projecten ia af te leiden. Omdat ectiter
de waarachijnli,jkheidsverdelingen van de kasstromen van de projecten
en hun onderlinge samenhangen bekend zi,jn, kan de waarschi,jnlitjkheids-
verdeling van de eindwaarde van de ~~ortefeuille ala convolutie van
deze `raarachi,jnlijkheidaverdelingen worden bepaald. F1et behulp van
deze verdeling kan daarna de verlieawaarachi,jnli,jkheid van de gehele
portefenille worden berekend. Voor de bepaling vail de verlieswaar-
schijnlijkheid kan dus met projectgegevens worden volataan.
Hiertegenover staat dat de ordening van de ~iortefeuilles sterk
afhankeli,}k is van de keuze van w. Ook bij dit criterium wordt slechts
een gedeelte van de beachikbare informatie meegenomen, zodat in
dit opzicht dezelfde bezwaren gelden ala voor het criterium van de
terugverdi enti,jd.
De maten waarop de tot categorie A behorende criteria zi,jn gebaseerd
hebben veelal dus als nadeel dat de waarde van de maat voor de porte-
feuille niet is af te leiden uit de waarden van deze maat vu-r de sa-
menstellende projecten.
ad B. Uitgangapunt van de criteria, die tot deze categorie behoren,
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is stelling 1.1. Deze houdi in dat er oncier hepaalde onderstellin~en
voor de beslisser een nutsfunctie bestaat, zodanifi dat zi,jn preferen-
tiefunctionaal de mathematische verwachtin~q van deze nutsfunctie i:;.
Om binnen deze categorie tot beslissingscriteria te lcomen àunnen we
twee wegen bewandelen. We kunnen onderstellen dat:
a. de nutsfunctie van de beslisser en de waarschi,jnlijkheidsverdelin-
gen van de eindwaarden van cle portefeuilles volleclig te bepalen
zijn;
b. een aantal te verifiéren voorwaarden voor de nutsfunctie en de
kansverdeliagen van de eindwaarden te specificeren zi,jn, zodanig
dat het beslissingscriterium tot een op de momenten van de kan5-
verdeling van de eindwaarde gebaseerd bealis~ingscriterium is te
herleiden.
Indien aan het onder a gestelde is voldaan, kan de preferentie-
fnnctionaal volledig worden bepaald en op basis daarvan een beslis-
singsregel worden afgeleid. Hiertoe dient echter de nutsfunctie
van de beslisser volledig bekend te zijn, hetgeen een verschuiving
van het probleem inhoudt. De beslisser moet dan nameli,llc zijn waarde-
ring voor alle mogelijke uitkomsten van de eindwaarde van de porte-
fenilles aangeven, op basis waarvan dan de nutsfunctie op dat moment
kan worden geconstrueerd. We beperken ons dan ook tot criteria, die
gebaseerd zijn oP het onder b gestelde. Deze criteria zi,jn meestal bc-
slissingsprincipes. In hoofdstuk 2 tonen we aan dat, indien de nuts-
functie een niet-dalende differentiéerbare functie van de eindwaarde
van de portefeuille is en de beslisser zich als risicomi,jder gedraa~qt,
er te toetsen voorwaarden op te stellen zijn, zodaniq dat de prefe-
rentiefnnctionaal een funetie van de verwachting en de variantie van
de eindwaarde van de portefeuille is. Deze beide momenten zi.jn als
functies van de verwachtingen,varianties en covarianties van de kas-
stromen van de samenstellende pro,jecten uit te rel;enen. Het onder A
vermelde bezwaar geldt dus niet voor het op basis hiervan ontwikkel-
de beslissingsprincipe, het zogenaamde ~V-besliasingsprincipe.
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1.3.5 5electiecriteria bij risicozoekend gedrag.
In deze subparagraaf wordt onderstelling i vervangen doors
i2. De beslisser handelt als risicozoeker.
De conclusies die in de vorige subparagraaf z~jn getrokken ten aanzien
van selectiecriteria bij risicomi~jdend gedrag bli,jven }~ier onverminderd
van kracht. Via eenzelfde redenering is af te leiden dat de preferen-
tiefunctionaal een functie is van de momenten van de verdeling van
de eindwaarde, waardoor we ons kunnen beperken tot beslissinfiscrite-
ria, die een functie zijn van de verwachting en variantie van de eind-
~raarde. De selectiecriteria voor risicomijdend en risicozoekend gedrag
zijn identiek voor wat de wijze van risicometing betreft, alleen de
r~raardering van de relatieve waarden van de maet is tegengesteld. }ti-
sicozoekend gedrag geeft dan ook geen extra complicaties. In hoofd-
stuk 2 zullen we aantonen dat de toepassing vali het daar beachreven
selectiecriterium voor riaicozoekend gedrag eenvoudifier is dan toe-
passing voor risicomijdend gedrag.
1.3.6 Conclusie.
Tot alot van deze paragraaf formuleren we de aan een rationeel be-
slissingscriterium voor de risicosituatie te atellen eisen:
Het criterium dient te voldoen aan de eisen van transitiviteit,
v~olledigheid, dominantie en marginale consistentie. Teneinde een cri-
terium toe te kunnen passen dient de hiervoor vereiste informatie
tijdig ter beschikking te zijn. Dat wil zeggen dat de beslissingen voor
een planperiode voor het begin van die planperiode genomen moeten
kunnen worden.
Uitgangspnnt hierbij is het Bernoulli-nrinci~e.
In het volgende hoofdstuk zullen we een beslissingsprincire be-




In deze appendia gaan we na voor wellce situaties de methode van
de interne rentevoet tot een ondubbelzinnige interne rentevoet lcidt.
Voor de herformulering van de interne rentevoetc7ethode maken we fie-




(1.50) ~ a.xl - 01-0 1
heeft evenveel positieve reéle wortels ala er telcenwisaelingen
in de rij ao~al~...~an zijn, eventueel vermindert met een even
aantal.
Een nadere uitwerking van deze regel voor de methode van de in-
terne rentevoet wordt dan:
Een voldoende voorwaarde opdat ~ door de ver~eli,jking
(1.51) ~ ( 1}~)- wt.i - o





wo,i(~ wt~i)-1 C o;
b. de rij wo,i,...,wT~i vertoont slechta één tekenwiaseling.
Uit voorwaarde b volgt door toepassinfi van de regel van 1)eacartes
onmiddelli,jk dat er slechts één waarde van ~ is die voldoet aan ver-
geli,}~king ( 1.51) en aan de eis dat 1~ poaitief is.
Uit e volgt dat het linkerlicl van (1.51) voor ~ - 0 en voor ~ s~
een tegengesteld teken heeft~ zo~tat er tenminste één wortel p moet
zijn waarvoor geldt: I
(1.53) o~~~~
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Combinatie van de voorwaarden a en b geeft dus als resultaat
dat er één en slechts één poaitieve reéle wortel ~ bestaat die
aan (1.51) voldoet.
We kunnen nu twee gevallen onderscheiden die aan de voorwaarden
a en b voldoen:
T
(1.54) wt i~ U, t-U,l,...~ji wt~i ~ 0, t,~jf1,...~T~ tÓ wt,i ~ U'~
en
T
(1.55) wt i~ 0, t~ O,l,...,j~ wt~i ~
0, t-jt1,...~T~ ~0 wt,i ~ U~~
(1.54) is de definitie van een invester.inga~~roject, namelijk in eer-
ste instantie uitgaven, waarvoor in latere Perioden ontvangsten
worden verkregen. ( 1.55) is de definitie van een financieringspro-
ject, namelijlc in eerste instantie ontvangsten, waarvoor in latere
perioden uitgaven moeten worden gedaan.
Ioals onmiddell~~c valt in te zien zijn voor deze situaties de ka-
pitaalwaardemethode en de methode van de interne rentevoet equivalent.
Met dien verstande dat voor een investeringsproject moet gelden, dat
de interne rentevoet groter moet zijn dan de vermogenskostenvoet, ter-
wijl voor een financieringsproject de interne rentevoet kleiner moet
zijn dan de vermogensopbrengstenvoet.
Naast de beide vermelde gevallen zi,jn er ook nog twee situaties
denkbaar, waarbij wel aan voorwaarde b maar niet aan voorwaarde a
is voldaan, namelijlc:
T




O,t-Url~...rj~ wt~i ;f 0, t-jf1,...,T; Q~~t~i i U.
r
Voor deze beide gevallen geldt dat er geen positieve reéle waarde
van p bestaat, waarvoor aan (1.51) wordt voldean, omdat voor ~~Uen
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voor ~-~ het linkerlid van (1.51) hetzelfde teken heeft. Indien
aan (1.56) is voldaan geldt voor iedere niet negatieve disconterings-
voet de kanitaalwaarde negatief is. Is aan (1.57) voldaan dnn is de
kapitaalwaarde voor iedere niet negatieve disconteringsvoet positief.
De interne rentevoetmethode komt voor deze situatiea dus niet tot
een uitspraak~ waar de kapitaalwaardemethode tot een uitspraak komt
die in overeenstemming is met de eisen die aan een rationeel crite-
rium gesteld worden.
De voorwaarden a en b geven weliswaar voldoende, maar geen noocl-
zakeli,}lce voorwaarden voor het bestaan vtu~ een ondublielzinni~{e in-
terne rentevoet. t[ierbi,j dient te worden opgemerkt dat voor het be-
staan van een ondubbelziitn.ige wa~irde var~ de interne rentevoet het
wel noodzakelijk is dat aan voorwaarde a is voldaan. I)e regel v.1n
Descartes laat echter ook no~q de conclusie toe dat een ondubbel-
zinnige rentevoet slec}its dan kan bestaan als de rij van kas:~tromen
een oneven aantal tekenwisselingen vertoont. l~oor deze ecnvoudige
conclusies is het mogelijk voor een groot aantal gevallen na te gaan
of de interne rentevoetmethode kan worden toe~epast.
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HOOFDSTiJK 2.
De selectie van investeringa-financieringsprojec-
ten in een aituatie van risico.
2.1 Inleiding.
'Loals we in 1.3 hebben gezien kunnen we in de riaicosituatie
drie gedragsvormen ten aanzien van risico onderacheiden. Een be-
alisser is risicoindifferent~ indien h~j beslist op baeis van de
verwachte nitkomst van een portefeuille en hierbij geen rekening
houdt met het stochastiach karakter van deze uitkomst. Een be-
slisser gedraagt zich als risicomijder~ indien hi,j een portefeuille
met een deterministisohe uitkomst altijd prefereert boven een por-
tefeuille met een stochastische uitkomst~ wa~irvan de mathematische
verwachting gel~jk is aan deze determiniatische uitlcomat. Een be-
slisser gedraagt zich als rieicozoeker~ indien h~j een portefenille
met een stochastische uitkomst prefereert boven een portefeuille
met een deterministische uitkomat, die gel~jk ia aan de mathe-
matische verwachting van de atochaetiache uitkomst.
We beperken ons in dit hoofdstuk tot aelectiecriteria, die
een funetie van verwachting en variantie zi,jn. tiJe bespreken een ca-
tegorie van beslissinggcriteria, die in eerste instantie voor de
selectie van een speciale categorie inveateringaprojecten, te ~re-
ten de beleggingsobjecten~ is ontwikkeld. In de jaren vijftig heeft
H.MARKOWITZ de portefeuilleaelectiemethodel~ ontwikkeld. Deze me-
thode gaat ervan uit dat een beleg~~er enerz~jds naar een zo groot
mogel~jke opbrengst van zijn te beleggen vermogen etreeft~ maar an-
derzijda tracht het risico op relatief slechta uitkomsten van deze
beleggingen zoveel mogelijk te beperken. Als maat voor de opbrengat
wordt b~j deze methode een maat van centrale tendentie - veelal de
mathematische verr~rachting van de opbrengat - gehanteerd~ terwi~jl
als maat van risico een statistisclie spreidingameat - veelal de
variantie - gekozen wordt. De portefeuilleselectiemethode van
1~Zie H.M.MARKOWITZ, Portfolio Selection~ John Wiley and Sona~
NeW York, 1959.
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LtARROIJITZ, ook wel de kritieke-lijnmethode genoemd, bePaalt met be-
hulp van de maten verwachting en variantie uit de verzameling van
mogeli,jlce portefeuilles een deelverzameling, wa.a.rvan ondersteld wordt
dat een risicomijder een van de tot deze deelverzameling behorende
portefeuillea als optimale portefeuille zal kiezen. De op de kritielce-
lijntnethode gebaseerde beslissingscriteria zijn dus alle beslissings-
principes. iJe zullen in de volgende }~aragraaf na~;aan aan welke onder-
stellingen het te bestuderen systeem moet voldoen wil de methode een
rationeel beslissingsprincipe inhouden. Aangezien beleggen een sT~e-
ciale vorm van investeren is, ligt het voor de hand na te gaan of de
kritieke-lijnmethode ook voor investerinfisselectieprobleinen in het
algemeen als beslissingsprincipe haiiteerbaar is. Ilierbi,j dient vooral
de invloed van de verschillen tussen efl'ectenselectie en investerin~s-
selectie op de plausabiliteit van de aan. het te bestuderen systeem
te stellen voorwaarden te worden nagegaan. We noemen hier een tweetal
markante verschilpunten tussen beleggingsob,jecten en kal~itaalin-
vesteringeprojecten.
Allereerst is er het verschil in deelbaarheid. Een continue bena-
dering van het in principe geheeltallige selectieprobleem is bij be-
leggingsobjecten in het algemeen wel toegestaan, maar voor investe-
ringsprojecten, waarvoor de beslissingen meestal een binair karakter
hebl~en, leidt een continue benadering vaak tot niet interpreteerbare
resultaten. De practische toePasselijkheid van het beslissinnsprinciPe
wordt door dit discrete karalcter dan ook aanzienlijk verkleind. T1e ge-
heeltalligheid van een probleem geeft vri,jwel alti,jd extra coml~l ical,ies
bij de numerieke oplossing van een beslissingsmodel.
Een tweede verschilpunt wordt gevormd door het verschil in her-
haalbaarheid. Dit verschil komt het meest tot uiting bi,j het vonr-
spellen van de opbrengsten. Door de herhaalbaartieid is de benodig~le
informatie bij beleghingsobjecten vaak op meer objectieve wijze te ver-
krijgen, terwijl men bij investerinhsprojecten vaak gedwongen is met
subjectieve voorspellingen te volstaan.
Deze beide verschilpunten zorgen ervoor dat technieken welke toe-
passeli,~k zi,jn voor aandelenselectie nog niet toepasselijk behoeven tc








paragraaf bespreken we enige í~ortefeuilleselectie-
samenstellen van een "optimale" aandelenportefeuillc.
onder welke voorwaarden de hierbi,j te bespreken be-
voldoen aan de in het vorige hoofdstuk besprolcen
paragrafen zullen we ons bepericen tot de stat.iache
zeggen dat we ons beperken tot een beslissingsí~ro-
bleem waarbij een éénmalige beslis5ing moet worden genomen. We abstra-
heren in dit hoofdstuk dus van de dynamische aspecten van het inves-
teringsselectieprobleem zoals die onder andere tot uitirig komen in
het zogenaamde "timing"-probleem.
2.2 Portefeuilleselectie door een risicomijd.er,
iri iiet bi,jzonder
de kritieke-lijnmethode van MAIlKOidITI.
2.2.1 Iiet beslissingaprobleem.
In deze paragraaf gaan we uit van de volgende probleemstelling:
Selecteer een zodanige combinatie van efl'ecten uit de verzamelinq
van mogelijk te kiezen objecten dat aan de door de bele~;;rer gestelde
eisen wordt voldaan en de waarde van de prei'erentiefunctionaal van
deze portefeuille maximaal is.
Zo geformuleerd vraafit de probleemstelling om een éénma]ige keuze
van de portefeuille, welke portefeuille gehandhaafd blijft zolang er
geen wijzigingen in de beslissingsaituatie optreclen. We gaii.n er verder
van uit dat eventuele wijzigingen niet voorapelbaar zijn.
Deze omachrijving van het portefeuilleaelectieprobleem is niet l;e-
schikt voor het rechtstreeks formuleren van een wiskundiq model. We
dienen daartoe een nadere omachri,jvin~ te geven van de portefeuille-
selectie. 4ti'e onderscheiden hierin twee fasen:
a. FIet bestuderen van het onderliggende Proces, dat wil zeg~en
het bestuderen van het marktmect~anisme en in het bi,jzonder íiet
gedrag van de opbren~;sten van de effecten.
b. Het op basis van de onder a genoemde atuclie
I,omer~ tot de ol~bouw
van een wiskundig model en het bepalen van
de oploy4ing van dit
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model, de optimale beleggingsportefeuille.
De eerste fase wordt vaak aan~reduid als de ef('ectenanalyse, de
tweede fase als de ef('ectenselectie. We zullen in dit betoo~! on-
derstellen dat men met behulp van de effectenanalyse tot een uit-
spraak betreffende de ltansverdeling van de opbrengaten van de ef-
fecten is gekomen.Verder onderstellen we ciat de beleg;rer zich als
risicomijder gedraagt.
We zullen de effectenselectie nu aan de hand van een zeer een-
voudig voorbeeld toelichten. Stel het volgende probleem:
Een belegger heeft de keuze uit twee mogeli~ke belegnin};sobjecten
A en B. In ieder van deze objecten kan hi,j vermogen vastleqgen. Ae
belegger heeft echter een beperkt te beleg~;en vermogen. De op-
brengsten van deze objecten zijn rechtevenredig met het in het ob-
ject belegde vermogen. De opbrengsten per gulden belegcl vermohen
zijn stochastische variabelen wA en wB met verwachting ~aA res;~ec-
tieveli,llcrB en standaarddeviatie ~A respectievelijk ~B. De corre-
latiecoëfficient tussen deze beide stochastisc}ie variabelen is ge-
li~k aa.n P. De belegger Ican zijn beschikbaar vermogen in iedere wil-
lekeurige verhouding in de beide objecten beleg~en. We onderstel-
len hierbij dat als de belegger een gedeelte van zi,jn vermogen be-
iegt, hij dan ook zijn totaal voor belegging beschikbaar vermogen
za2 beleggen. Noem de fractie van }~et vermogen dat belegd wordt in
object A nu al, dan is de fractie 't~elegd in object R dus geli;k aan
(1-d).
De opbrengst per gulden belegd Yrermogen Y, is dan een stocliast
die geli,}1c is aan j
I
(2.1) y - otw~ f (1-a)wB.
De verwachting van y is dus:
( 2. 2) ~y-~(rA - j~) f~,
en voor de variantie van y geldt:
(2~3) o'2(Y) - dr'"A } (1-d)`~g t 2i~(1-~)~A~3
~~ ~
-(~A }~~ -`.?rcA Tp)a~ f 2(PcAc; - ~h) af v'D.
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1Je noemen ~y en ~`~(y) nu respectievelijk ~u en ~2.
Welke fractie van zi,jn te beleggen vermogen de bele~;~er in ob,ject,
A zal beleg;ren is afhankelijk van de Preferentiefunctionaal van de
beleg~,er. óoals gesteld is in 1.3 zal de preferentiefunctionaal vc~or
een stochastische opbrengst een functiona::l zi,jn van de wat~rschi,jnli~7c-
heidsverdeling van deze opbren~;st. We zullen nagaan onder welke
on-
derstellingen deze preferentiefunctionaal ecn I'unctie is uitsluitend
van de verwachting en de variantie van de stochastische opbren~st.
Volgens stelling 1.1 geldt dat er een nutsfunctie li(.) is,
zo-
danig dat de waarde van de preferentiefunctionaal voor een beTiaalde




waarin Fy(.) de kansverdeling van Y is.
l~le onderstellen dat de nutsfunctie h(.) een continu differentieer-
bare functie van de gerealiseerde oPbrengst y is. Indien in een om-
geving van het punt y-}c aan de voorwaarden voor de reeksontwil~kelin;~
van TAYLOR 2) is voldaan, dan kan voor iedere y die tot deze omgevin~q
behoort h(y) worden geschreven als:
(2.4) h(Y) -~ }1(1)( )~- f h(m)((1-t)~
f i y) ~ ~
i-0 ~
waarin h(1)(~) de ide afgeleide naar y van de functie h(y) is in hel;
punt y-'y terwijl tE[0,1,] .
Voor de preferentiefunctionaal van ~, u(Fy(.)), geldt dan:
(2.5) u(F (.)) - j[~o h(i)(~) "-~-i~- t h(m)((1-i)~.~~v) "~~~dry(v),Y
ofwel
~~...~ (1) ~- ~ J h(m)((1-t) tv)~- dF (v)r(2.6) u(Fy(~)) -~ h ~) 1~ a, ~ m. y
waarin Fy(.) de kansverdeling en N(1) het ide centrale moment van y






(2.?) }l(1) - ~ (v~)1dF3,(v) -~(y~)lr ( i-~,1,...,m-1).
Uit (2.6) volgt dat de preferentiefiinctiona~l van Y een f~inct,ie van
uitsluitend de verwachting en de variantie van Y is indien:
a. De nutsfunctie h(y) voor de t~tale uitlcomstenruimte v.~n Y voldoet
aan ae voorwaarden voor de reclcsontwildcelin~ v.1n Taylor, clat wil
zeg~en dat de funetie h(y) een continue afgelcide van de orde m
heeft over de totale uitlcomstenruimte van y.
b.
v{3,...,m-1}
(2.8) vi ~(t,(1) - gi(~,v~2) en~of h(1)(,~) - 0~
en
(2.9) ~mbsE~0~i3 j h(m)((1-t)Itfiv) v~~~ dl~~y(v) - gm(~,o.2).
Ofwel in woorden:
voor iedere i kleiner dan m gelclt dat ofwel de verclelin~4functie
van ~ behoort tot de klasse van verdelingsfuncties waarvan het, icle
centrale moment een functie is van de verwachtin~ en~of de variant-ie
van y, ofwel de nutsfunctie h(y) heeft een zodani~e vorm clat cte i`le
afgeleide naar y in het punt y-~l geli,llc is aan nul ; terwi.jl teventi
geldt dat de restt.erm van de reeksontwikkelin~ van Taylor een fnnc-
tie van ~1.1 en o-2 is.
Aan deze laatste voorwaarde is voldaan indien bijvoorbeelcl gelc)t:
(2.10) by h(m)(Y) - a en ~.i(m)
- g(~,~`") en~of VV li(m)(Y) - ~.
c. Aan de in stelling 1.1 genoemde voorwlarden is voldaan, dat wil
zeggen dat de beslisser rationeel handelt.
In het vervolg gaan we ervan uit ~iat aan de bovenvermeldc ciscn
is voldaan, zodat de preferentiefunctionaal een fiinctic i~; van iiit;
sluitend de verwachting en de varian~ie vun de doelgroothei~l (orhren~st,
kasstroom).
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Teru;Tkerend naar ons eenvoudige belegRingsprobleem volstaan ~rP, dan
ook met het beschrijven van het verband dat bestaat tussen de keure vai,
a en de verwachting en de variantie van de oi,bren~st per gulden bcle~d
vermogen. Voor deze relaties geldt:
(2.11) ~t.t-a(}cA -~:.B) t faB,
en
~ 2 2
(2.12) tT2 -( tTA fa-~ - 2~ Á:H)a f~(~ ÁÍl -
oB)olt~B.
Omdat geldt dat:
(2.13) tT?(wA - ~) - ~~ f o-~ - `Í~ ÁB ~ 0'
volgt dat ~2 een convexe kwadratische funetie van ~c is.
We stellen ons nu de vraa~ voor welke waarde v,ui a de variantie van





ot. -(c~B -(~ Á~) (6-A f c D- 2P ÁÍ3)- '
'D C mi n( v-Aa-B1, o-Á lv-H )~
voorcl-l indien
-1
( 2.16 ) v'A ~ c-D en (? :ÁB ,
en voor a -0 indien
( 2.1~) v-A ~~B en P~ c-Á 1 B.
Het verband tussen M en ~2 is weerge~even in fig.:?.1 voor het geval ~'cit.
mA ~ ~B'
'Loals gesteld gaan we ervan uit dat de beleg;rer zi,jn lceuze tiaseert oi, een
preferentiefunctionaal die uitsluitend afhankeli,jk is van cle verwachtin~
r. en de variantie e~2 van de oT~brenqst per ~ulden belegd vermol;en. Noem
2
deze functie u(~,~ ) . Deze functie bezit de volfiende ei;~;ensc}iaiii~en:
a.
(2.18) a~ ~ 0,J ~.
dat wil ze~gen clat een sti,jging van de verwachte oi~bren~st ceteris i,arilrus
G4
door de belegger Iiositief gewaardeerd wordt. Deze eificnscha~~ vlocit
rechtstreeks voort uit axioma 3s.
b.
2
(2.19~ Óu v~ ~ ~~a o~ -
dat wil zeghen dat een afname van de variantie ceteris I~aribus do~~r
de beleg~er nositief gewaardeerd wordt.
fi~. ~.1
IIet verband tus~:en de fractie ot van het beschikbare
vermo;en belegd in object 11 en dc variantie p-2 van
de opbrengst per gtilden bele;~~l vermogen.
IIet bewija dat de preferentiefunctionaal van een risicomijder cleze
eigenschap bezit verloopt als vol~t:
De onderstellin;r dat de bele~ger zich als risicomi,jder zal gedragen
impliceert dat hij een deterministische uitkomGt prefereert boven ecn
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stochastische uitlcomst waarvan de matlrernat,iticlre verwachting ~eli.jk i5
aan deze deterministische uitkornst,ofwel:
v (~~ ~ (~~ )
(2.20) v ~ 2 uY`'c`) c
uY",,0 .
~ ~ ~0
Dit houdt in dat de oPbrengst Y met verwac}itint; nul en variantie
(~.~0) niet geprefereerd wordt boven de nulactie, zodat:
(2.21) u(O,F) ~ u(0,0).
Voor de portefeuille die een orbren~st x lieeft, met verwaclrting~Lx
en variantie c~X, geldt dan volgen5 axioma 45 dat hij gepreferecrd wordt
boven de portefeuille met als opbren~at xfY. tJe nemen hierbij aan drtt x
en ~ onderling onafhankelijk zi,jn. Voor de irreferentiefunctir,na.ll ~;eldl,
dus:
(2.22) ~~-~0 u(i`x'Px) ~ u(`Xr Y}})~
zodat




- au~~x~ x) ~ 0.
- ` ~X -
Een risicomijdend hedra~ impliceert dus dat de partiële afgeleide van
de preferentiefunctionaal naar de variantie nicl, positief i5.
Op dezelfde wijze kan worden aanHetoond dat voor een risicozockend
gedrag deze partiële afgeleide niet ne~~atief is.
In het voorbeeld, waarin eerr risicomi.jclende belegtTer moc~t; lciei.en uit
convexe combinaties van twee beleghing5moqeli,jkheden, vol;,t uit het. bnveu-
staande dat indienfÁ~ de olrtimale T~ortefeuille die met de minima]e
variantie is ( zie ( 2.11;) tot en met (2.17)). lndien ~A~~~ c}an vo1~rL
uit (2.18) en (2.19) dat de optimale hortefeuille behoort tot de ver-
zameling van die hortefeuilles waarvoor ~eldt dat vair alle l~ortefeuillea
met eeii geli,jke of grotere verwaciit.e opbrengst hij de klein:rte variantie
heeft, terwijl de optimale portefeuille tevens tot de ver~amelin~ v:ur die
portefeuillea behoort waarvoor geldt rlat van alle portefeuilles met,
een kleinere of gelijke variantie hi,j de ~!root5te verwachte oirbrent~:~t
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heeft.3)
De bovenstaande bewerin~ la~it zich Femalc~ elijk veralgemenen voor
het geval er meerdere beleglrin~;sobjecten zi,jn. Ilet hier ;reformuleerclc
beslissingsprincipe staat in de literatuur helcend onder de naam
1;(xpectation)-V(ariance)principe.
Ook voor de risicozoeker kan een soort~eli,jlc beslistiin~sl~ri.ncir,e




u ~ ) 0~
~~ -
(2.25) ~2 ~ D, .a ~-
waaruit het volgende beslissingsprincipe valt af te leiclen:
De optimale portefeuille van eei~ risicozocker behoort tot de verra-
meling van die portefeuilles waarvoor ~;eldt ciat van all e portefeiril l es
met een geli~ke of grotere variantie hi,j de grootste verwachte opbren~:;t
heeft, terw~jl hij tevens van alle portefeuilles met een grotere of ge-
li~lce verwachte opbrengst de grootste variantie heeft.
We passen beide beslissingsprincipes nu. toe ol~ hcrt voorbeeld.
Hiertoe leiden we eerst het verband af tussen ,.~ en c2 voor het, ~;a-
val ~A ~~. Uit ( 2.11) en ( 2.12) volgt:
(2.26) 0"2- a~ t b~ t c,
waarin
(2.27) a - (o'Á t a-~ - 2~ cA~B)(~Á - J`D)-2~
(2'2a) b - 2(~`A(2r Á~; -~A) t~`~(`~P Á~-B -~-~j))~~ -~`n)-";
en
(2.29) 2 2 2 2 n
c - (~B~A } I`cA~R - `~A~iP Á~TI) (rA - rIi)-y~
Uit (2.13) volgt dat a) 0, zodat ~` cen cc~nvexe fiinct,ie in~ i s.
3 7ie ook apT~endix 2.1.
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In fig. 2.2 geven we de mogel~,jke (~,C2~-combinatie~, aan,wtiarbi,j wc
2
ervan uitgaan d~~t ~.A ~~B en a-A ~~. Toepassing van het besliGtiin;rs-
principe voor de risicomijder gee ~'t ~~at de Ueleg;ter één van de }iorte-.~
feuilles zal kiezen welke overeenlcornen met de (~u,v-`~-comliinui,ies die
op de boog BC lig~ren. Toepassin}r var~ l.ei. besl issin~;s}~rincipe vo~~r
de risicozoeker };eeft dat de belegger zi,jn totalc vermo};en in bele~;-
gingsobject A zal beleggen, dat wil zegfien {nint, C zal kieren. Voc~r
de met dit piurt overeenkoroende }~ortefeuille ~.Celdt nameli,jk clat 'LOWe).
de verwachting als de variantie maximaal ~ijn. Inciien ~re i.ensloti.c
o~~l;
nog de keuze van ecn beleg,rer die zich risico-indifferent
qedrara;~t,
en dus de verwachte oFibren~st maximaliseert~ uit de fi~,'uur
al'l;~zen







De mogelijke íiortefeuilles en hun (~~~~-combinaties.
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Uit het voorafgaande bl:jkt dat, welk risico~edra~ men ook onder-
stelt, nooit een van de met de punten van boog AIl correslwnderende
portefeuilles als optimale }~ortefeuille gekozeri zal worderi.
L'it het bovenstaande zi,jn enige algemene conclusieti te treklcen:
ren risicozoeker en een belefi~,er die zich risico-indifferent fiedra.;r,i.
zullen steeds een portefeuille kiezen die uit één beleg~;.irrgsobject
bestaat. Diversificatie zal door een risicozoeker nooit 1~osiLief wor-
den gewaardeerd, in het algemcen zal hij diversificatie relfs neKatief
waarderen.
);en risicomijder zal een portefeuille lciezen well;e liestaat uit een
combinatie van verscheidene beleggingsobjecten. DiverRil'icatie zal
door een risiconrijcíer dan ook meestal als positiel' worden f;ewaccrdeerd.
Deze beide conclusies zijn ~etroklcen o~ basis van de fifiuren 2.1 en
2.2. Uit figuur 2.1 volgt dat diversificatie nooit een ver~!rot.in~ van
de variantie zal heven, terwijl in velc gevallen wel een verlagin~;
van de variantie bereilct zal worden.
2.2.2 Het 1rV-beslissingsprincil,e en zijn oT~los~in~sí~roceclure.
Alvorens nader in te gaan op het )rs-V-beslissingsprincil~e voeren
we de volgende symbolen in:
n : het aantal beleg~ingsobjecten waaruit kan worden ~elco-
zen;
ll : de verzameling van alle mogeli.ilce beleggin~sob,jecten;
cOr. : de opbrengst per periode Irer gulclen belc;~d vcrmohen in-~
beleggingsobject j;
Í'~j




: de mathematische verwachtinti van wj;
..~In~ : de vector van verwachte opbrengsten;
: de covariantie tussen ~ en wj;
: de covariantiematrix van cíe opbrengsten;
~
b : het totaal
yj : íiet aantal
t~ beleg~;en vermogcn in ~,nrldens;
guldens bclegd in belegginfisob,ject j~
pj - yjb 1: de fractie v~n het totaal te beleg.en vermogen bele~~d
in belefi~intisob,ject j;
b9
P~ -(pl'" ''pn~ ' een
portefeuille waarbij in beleggingsobject j een
fractie pj van het te beleggen vermogen is bele~;cl;
~ : de opbrengst per gulden per periode van l~ortefeuille F;
}p : de verwachting van wP;
~2F : de variantie van w~;
m : het aantal voorwaarden dat aan de sarnenstelling van ~le
portefeuille wordt opgelegd;
aij : de coéfficiënt van l~j in de ide voorwaarde;
A~ - (aij,...,amj~;
a. : de constante term van de ide voorwaarde;io
Aó - (aio~...,a~~l
I' -(1,...~1~ : een n-dimensionale rijvector waarvan alle elementen
gelijk zijn aan 1.
De opbrengat per gulden her periode van ~~ortefeuille F is gelijk
aan de som van de opbrengsten van de guldens bele;;d in de bele;;f;in;~s-
objecten gedeeld door het totaal te beleg~~en vermogen, ofwel in fornnile:




De verwachting van wF,l.~p, is dan gelijk aan:
n
(2.31Í Í`~1~ - ~ j-1 l~jWj
- N'Pr
~
terwijl voor de variantie van wP~~~ geldt:
n
(2.32) ~p - ~(~ }'jwj~
n
- ,.~..~ i-1 l~i~ijlij
- ~P'0!1'.
Het beleggingsprobleem kan nu in algemene bewoordingen worden ge-
formuleerd als:
Bepaal die portefeuille van beleg~;ingsobjecten, die aan cle door de
70
beleg~rer gestelde eisen en aan het door hem tc forrmrleren bc-
slissingscriterium voldoet.
~~e gaan ervan uit dat men kan kiezen uit n mogeli,jke belegfiinqsob,jecten.
Lisen welke in een besliskundifi model van het. bcleg,~~ir~sirrnbleem al-
tijd moeten worden gesteld zijn:
(2.33) 1'1' - 1,
en
(2.34) P ~ 0.
Daarnaast worden aan de samenstellinq van een hortefeuille, dus
aan de vector F, soms een aantal voorwaarden hèsteld.I~~ige voorbE:elclen
hiervan zijn:
a. van het te beleggen vermogen ma~ niet meer dan een fractie ~-i wor-
den belegd in de beleggingsobjecten wellce behoren tot de deel-
verzameling ~ i van de verzameling ~ van alle beleggingsob;jecten.
b. van het te beleg~ren vermogen moet ten minste een fractie ~. wor-
J
den belegd in cle beleggingsobjecten die tot de deelverzamelink; ~'
1
behoren.
De hierboven opgesomde voorwaarden kunnen alle in een van de voll;enclc
vormen worden geschreven:
n
(2.35) ~ a. .p . ~ a.~- i~ ~ ' io (i-1,...~m1).
(2.36) j-1 aijl'j ~ aio (i-mlfl,...~m2)r
(2.37) ~~ aijPj - aio (i-m`tl,...~m).
Door toevoeging van de niet-negatieve versc}rilvarial~elen v~...~v1 m`,
aan de voorwaarden (2.35) en (2.36) zi,jn deze ongelijkheden te trans-
formeren tot geli~7cheden. De ~etransformeerde voorwaarrlen zi,jn in ma-
trixnotatie weer te geven als:
(2.38) ~X - Ao~
waarin
n
(2.39Í c~- ~Al~...,An,-El~...~-P;~,E~t1r...rE~ ~
(2.4~~ Aó - (aio~...~amoÍr
(2.41~ JC' - ([~1~...,pn,vl,...~vm ~
2
en E. een eenheidsvector is waarvan het ide element geli,j)c i5 aan 1.i
Iiiernaast wordt de voorwaarde gesteld dat alle variabelen in het mo-
del niet-negatief zijn:
(2.42~ X ~ 0.
Alvorens het te hanteren beslissingsPrincipe te bespreken neven we
de onderstellingen waarvan we uitgaan:
1. Voor iedere mogelijke portefeuille C geldt dat de waa.rschijnlijkl~eids-
verdeling van de opbrengst per gulden per periocle constant is in
de loop van de ti,jd.
2. De preferentiefunctionaal is een functie uitsluitend van de ver-
wachting en de variantie van de opbrengst. In 2.2.1 zijn hiervoor
voldoende voorwaarden geformuleerd.
3. De belegger gedraa~~t zich als een risicomijder.
4. De verwachtingen~ variant,ies en covarianties van cle opbrenfisten
per gulden per periode zijn voar alle mogeli,jke belefi~ingsobjecten
bekend en eindig.
Uit deze onderstellingen volgt clat het I~;-V-beslissin~sl~rincij~e een
rationeel beslissingsl~rincipe is, het voldoet aan de door on~ ;?estelde
axioma's~ zodat het dan toepas:-el~ik is voor het bele~gingsproblcem.
We definiéren nu het door A'.AT1IC01~'IT', ingevoerde be~rir efficiënte
portefeuille als:
Definitie 2.1. Een portefeuille ~ is efficiént indien fieldt dat:
a. van alle mogeli,jl;e l~ortefeuilles met clezclfdc of
grotere verwac)cte opbrenl;st dan l~ortefeuille `
deze Portefeuille de lclcintitc variantie van de
ohbrengst heeft~
en tevens dat
b. van alle mogeli,jke portefc~uilles me1. de~cl fde of
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kleinere variantie van de opbrenfist dan portefeiiille X
deze portefeuille de grootste verwachte o}rbrer~st heeft,.
}Iet IrV-beslissingsprincipe is nu te de"iniëren als:
Definitie 2.2. Een risicomijder kiest zijn optimale }~ortefeuílle uit cle
verzameling van efficiénte portefeuilles.
Deze definitie houdt in dat voor een risicomijder geldt ~1ut er bi,j i e-
dere niet-efficiénte Z.ortefeuille een efficiënte portei'euille te viri-
den is die door hem wordt geprefereerd boven deze niet-efficiënt,e por-
tefeuille.
We formuleren nu een beslissingsmodel waarmee de verzamelinfi vr~n
efficiénte portefeuilles bepaald lcan worden. In woorden is Iret be-
palen van deze verzameling van efficiénte portefeuilles te omschrijven
als:
Bepaal die portefeuilles wellce voldoen aan (2.38) en (`~.42) én
aan definitie 2.1.
Teneinde een eenvoudiger notatie te verlcrijgen her:~cliri,jven we (?.31 ) tot
(2.43) ~.(x) - r~'X,
en (2.32) tot
(2.4j~) ~2(X) - .';X'PX,
waarin
(2.45) M' - (N'~~')~
en
(2.46) ,Q - ~ ~ .
,
~1 ~
De matrices ~ en Q'` zijn matrices waarvan all e clementen geli,jk zijn aan




~ ( ') -~p~
~2(~) - ~p.
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IIet begrip efficiënte portefeuille zoals dat in definitie :'..1 omschre-
ven is kan nu in formulevorm worden weerfie~even als:
X is een efficiénte portefeuille indien:
(2.49)
o '
{X'~X~X'~ 1~Ti'XsT.t~Yj V t`C',PX~;'QX~A1'X~rt"{ }.
IIet bepalen van de verzameling van efficiénte portefeuilles is dus
het bepalen van al die portefeuilles X die voldoen aan (`?.4~). '~'e
kunnen de daar gegeven negrttieve formulerin~ ook ombui~en tot een
positieve fornrulering. Deze formulering luidt:





(2.51) max ~M'X (X',~X~X'~X~~FX-Ao~X:O}.
X
Uit (2.50) volgt dat er geen X te vinden ia die aan ( 2.38) en (2.42)
voldoet zodanig dat a?(X) groter is dan o'`(X) en tevens M'X? A1'X.
Uit (2.51) volgt dat er ~een X te vinden is die aan (2.38) en (2.~i?)
voldoet zodanig dat ~ ( X) ? a2(`~) en tevens M'X~M'Y. De bci~le geg~~ven
formuleringen zijn dus tieli~kwaardig.
De beide gegeven formuleringen van hei, beslissingsl~rincihe zi,jn
niet hanteerbaar als oplossingsmethode. Een door MAI73~OWIT~~ voorfiestel-
de oplossing van het gestelde probleem is:
Bepaal de portefeuílles die een oplossing geven van het kwadra-
tische optimaliseringsl~robleem:
(2.52) min {1 Y'.PX~M'X~A~~X-Ao X'0~
X
voor alle waarden van AE(- ~, ~).
Wi.j zullen deze Probleemformulering niet hanteren, maar aantonen ~lat
het belialen van de verzameling van efí~iciénte portefcuilles equiva-
lent is met het oplossen varr l~et kwadratische ~~rogrammerinRsprobleem:
X-A ~ `C~0
?4
(2.53) min {2X'eX - ~M'X~,i~X-Aonx~O}
X
voor alle waarden van ~ groter dan nul.
IIiertoe bewijzen we de volgende stelling:
Stellin~ 2.1. X-X is dan en slechts dan een efficiénte portefeuille
indien er een ~-~ ~ 0 besta:~t zoclanig dat
(2.54) min{~,x'.~X-áD1'X~~X-Ao~X.O~-~X'~X-á1~1' ~.
X
Bewijs. We bewijzen op de eerste plaats dat indien er een ~)0 is zo-
danig dat:
( 2. 55 ) min ~~~X'P Y-~ll'f' :I .~X~Aon X~ 0~- ~.X'.C X- J1M' X,
X
X-X een efficiënte portefeuille is.







Dit is in tegenspraak met het feit dat X-X een ot~lossing is van (~.55),
waarvoor geldt:
~A X-A ~ X~00
(2.58) X~ '.x'.~x-ár1' x ~ '.x'~ x-árt' ~,
waarmee we hebben bewezen dat als er een ~~0 bestaat waarvoor ~elclt
dat X-X een oplossing van (2.55) is, X-X een efficiënte Portefeuil~e
is.
,ILX-A n X~ 0
Vervolgens bewijzen we dat als X-Y een efficiënte portefeuille is,
er een,~~0 bestaat zodanig dat:
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(2.59) min{.~;-X'~X- ~M'X~ ,~C-Aë X~0} - '!{'PX-AM'X.
X
Aangezien het minimalisatieprobleem een kwadratisch programmerinJ~s-
probleem is met een begrensd toebelaten gebied, vormen de voorwa:irden
van KUIIN en TUCICCR.4) een stelsel voldoencle en noodzalcelij)ce voorwaarden
voor het vinden van een optimum. We moeten dan ook bewijzcn dal., als
X-X een efficiënte portefeuille is, er wa.~rden ~1-À, ~14 en V~-V1
bestaan zodanig dat:
( 2. 60 ) ~X- j1M f,;~'I~ - Vl - 0 r
(2~61) ~ X - Ao,
(2.62) Vi7C 6 0~
(2.63) x ~ o~
(2,6~) ~l s o,
(2.65) J~ ~ o.
Indien X-X een efficiënte portefeuille is, dan rooet X-X zowel ec~n
oplossing zijn van
(2.66) min ~tX'PXIM'Xi1,1'X~,jiX-Ao X~03,
X
al s van
( 2.67) max { M'X (X',~X ~ X',CX n.{~X-Aó X~0 }.
X
Ook voor deze beide problemen geeft de stelling van KUTIlV en TUCICI;R
voldoende en noodzakelijke voorwaarden voor een optimum. Indien ~-X
een efficiënte portefeuille is, dan zi,jn er dus wa:irden y`,y`, I`.,,- n,,,
V2-V2 , y3-y3,~-~ en V3-V,~ te vinden zodanig dat:
(2.6s) k' Y - y2rs t,El'14~ - V - o,
1F~Vergelijk W.I.ZANG!~JILL, Nonlinear I'rogramming: A Unified APproach,
I'rentice-)Ia11,Inc.,i5nglewood Cliffs,N.J.,196~), lr. 36-~~~c.
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( 2 . 69 ) Y3fx - M }~ ~3 - v3 - 0 ~













Voor iedere X die aan het stelsel (2.68) tot en met (2.77) voldoet
lcunnen waarden V1,~1 en ~ gevonden worden zodanig dat aan (2.60) tot
en met ( 2.65) is voldaan. 1de kunnen deze waarden als volfit berelcenen:
Uit (2.68) en (2.69) volgt:
(2.78) ,~x - (1tYn)(lty3)-lr~ f
(lfy3)-1~,~`}~3) - (1}y3)-1(v„tv3) - U.
IIet duale probleem van




(2.80) min {y3X'Cá t I13Ao~Y3Px f A'I13 ~ Tí~y3 ~ O~XZU}.
Y3 ~3
Indien X een optimale oplossing van (2.79) is, dan geldt volgens de du-
Vergeli,~c W.I.lANG1lILL, Nonlinear Programming: A iJnified Approach,
Prentice Iia1l,Inc., I~glewood Cliffs,N.J.,1969,b1z. 47.
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aliteitsstelling voor de optimale oPlos~infi van het duale t~roblec~m:
( 2. 81) y3x'eY fn 3Ao - rr' X.
Aangezien in een beleggingaprobleem At'': een einciige wa:~rde lieeft, is
ook het rechterlid van (2.81) eindig. }}ieriiit volgt dat er een ot~timale
oplossing van het duale probleem bestsat, zodaniti dat y3 begrensci is.




aan het stelsel (2.60) tot en met (2.65) wordt volda:,n.
Als X-X een efficiënte portefeuille is, dan bestaat er een ~~ 0
zodanig dat aan (2.59) wordt voldaan; als er een .` ~ 0 beatfiat zo-
danig dat aan (2.59) wordt voldaan dan is X-X een efficiënte }iorte-
feuille. Aiermee is stelling 2.1 bewezen.
}Iet bepalen van de verzameling van efficiénte portefeuilles is
dus het oplossen voor alle waarden van ~ groter dan nul van het kwa-
dratiache optimaliseringsprobleem:
(2.g2) min ~ ~X'.L~X - ~1M'XI ~X-Ao~X ? 0~.
X
Deze probleemformulering leent zich voor een eenvoiidiqe oplossin~!s-
procedure, die uit twee fasen bestaat:
1. De uitgangsportefeuille wordt bepaald, waarnaast de voorwa~~rden
waaraan iedere efficiënte portefeuille moet voldoen worden gefor-
muleerd.
2. Uitgaande van de in de eerste fase gevonden o}~lostiing worc}t c}e
verzameling van efficiénte portefeuilles bepaald.
7a
We geven nu een nadere uitec~nzetting van de lieide fasen van de
oplossingsprocedure.
ad 1. We bepalen een l~ortefeuille met minimale variantie, dat
wil zeggen dat we een oplossing berekenen van hei, steleel:
( 2. 83 ) e x f,1~~~ - v- a r!,
(2.84) ~X - Ao,
(2.85) Y ; o,
(2.86) v ; o,
(2.87) v'X - o,
waarbij i~-0.
Dit stelsel lcan worden opgelosd met behulp van de simhlcx-
p g ng . De op deze wi.jze bc-metliode voor kwadratische ro rarmrreri 6
relcende portefeuille kan niet efficiërrt zijn, omdat Irij van alle
portefeuilles nret minimale variantie niet degene met maxirrrale
verwachting behoeft te zijn.
ad 2. Hier gaan we uit van de in de eerste fase bevonden olrlossing
X-X en het daarmee corresponderende simplextablesu. We maxi-0
maliseren nu .~ onder de voorwaarden welke gefieven worden door
het simplextableau en de uitsluitingsregels van dc kwadra-
tische programmerinhsalfioritme. De iteraties van de siml~lex-
methode geven nu achtereenvolgens oplos~ingen wclke óf in stFirr-
daardvorm ó f in niet-standaardvorm zijn~). De successievcli,jlce
oplossingen in standaardvor~u ~even we aan met X1,...,Xk en dc
daarmee corresponderende waarden van ~ met ~,...,~. Indien
~1)0 dan wordt de verzamelinl; van efficiënte portefeuilles
gegeven door:
7b~ ~ie C.VAN DI~I IANNE, A.!~IIIN:~TON, The :~iml~lex and Dual Method for
Quadratic Programming, Operational Itesearch (hiarterly,~ (1964),
b1z.355-388.
7)''ie C.VAN DE PANI.T,A.WIiINSTON, t.a.p. blz. 362.
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k-1
(2.88~ U~ ~ aixi } ( 1-ai~Xi~l~r
waarbij ,~i alle waarden van het interval [0,1] doorloo}~t~ en Xo de
onder 1 berekende }~ortefeuille met minimale variantie is. Geldt
echter dat ~-0 dan is Xo gecn e.fficiénte portefeuille, a.~n~,ezien
X1 dan een geli,}ke variantie en ecn hohere verwachting heeft. Stel
dat ~1 de eerste waarde van ~ is die groter dan nul is, dan wordts
de verzameling van efficiénte portefeuilles gegeven door:
k-1
(2.89~ iU1~, aiRi f(1- i~Xifly
waarin ai alle waarden van het in.terval [0,1~ doorloopt.
In het voorafgaande hebben we een methode aanfiegeven warirmec de
verzameling van efficiénte portefeuilles kan worden bepaald. Uit
deze verzameling van efficiénte portefeuilles moet men met behulp
van een nader te specificeren beslissingsregel de optimale porte-
feuille bepalen. Deze beslissingsregel kan bestaan uit een direct
ordenen van de efficiénte portefeuilles. Ilet is ook mogeli.jlc oJi
basis van een gespecificeerde beslissingsregel, wellce dan een
functie van ~ en o? moet zi.jn, te beslisaen. De vorm vaii deze be-
slissingsregel zullen we in deze studie niet nader apecificeren.
2.2.3. Een evaluatie van de onderstellingen van }:et ~-V-beslis-
singsprinciPe.
We geven nu een nadere evaluatie van de onderstellit~en waaroJi
het E-V-beslissingsprincipe gebaseerd is.
De eerste onderstelling luid-le:
1. De waarschijnli,lcheidsverdeling van de opbrenfist rer gulden
per periode is constant in de loop van de ti,jd.
Deze onderstelling impliceert dat de rij van o}~bren~sten eeri rij
van onderling onafhankelijke trelckin~en uit eenzelfde waarschijn-
li~lcheidsverdeling is. Deze onderstelling wordt door een groot aan-
ao
tal auteurs8) onderschreven, voor wat de oPbrenfisten van aandelen
betreft, alhoewel de conclusie betreffende de vorm van de waar-
schijnlijkheidsverdeling niet voor alle auteurs dezelfde is. MAN7)F~-
BROT en FAh1A komen tot de uitspraak dat de normaliteitshypotliese
verworpen dient te ~rorden en stellen dat de waarschi,jnlijkheidsverdeling
een stabiele Pareto-verdeling is, welke hyT~othese op basis van cl1fer-
materiaal voor aandelen, genoteerd op de New Yorkse effectenbeurs
niet verworpen wordt. GODFItEY, GRANGEFt en MORG]3V5TEIW komen in hun
artikelen tot de uitspraak dat de verschillen in dagkoersen van aan-
delen aselecte trekkingen uit een normale verdeling zijn, welke h,ypo-
these op basis van hun ci,jfermateriaal ook niet kon worden verurorpen.
Vergelijking van beide onderzoeken geeft geen uitspraak omtrent de
vorm van de waarschijnlijkheidsverdeling. Uit alle onderzoeken blq7ct
echter wel overeenstemming omtrent het atationaire karakter van deze
verdeling.
De tweede onderstelling luidde:
2. De preferentiefunctionaal is een functie van uitsluitend de
verwachting en de variantie van de waarschi,jnlíjkheidsverdeling.
Indien we ervan uitgaan dat de nreferentiefunctionaal een uit-
B~Vergelijic onder andere:
P.H.COOTNER,Stockprices: Random veraus systematic chanRes, Industri-
al Management Review, ~,(1962), blz. 25-45.
E.F.FAI~SA, Mandelbrot and the stable Paretian hypothesis, The Jour-
nal of Basiness, ~(1963), blz. 420-429.
E.F.FANlA, The behavior of stock market prices, The Journal of Busi-
nese, ~ (1965), b1z.34-105.
M. D. GODFREY, C. W. J. GRANGER, O. MOi1GEN5TIItN, The random hypothesi s o f
stock market behavior, Kyklos, ~(1964), blz.l-30.
C.W.J.GRANGER, O.MORGENSTERN, Spectral analyais of New York atock
market prices, Kyklos~ 16 (1963), blz. 1-27.
B.MANDFd,BROT, The variation of certain speculative prices, The Jour-
nal of Bnsineas, ~6 (1963), blz. 394-419.
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drukking moet geven waardoor ~aaarschijnli,7cheicisverdelingen worden
geordend, dan betekent dit dat deze cen juiste maat moet geven
voor het vergelijken van de mogelijke verdelingsfuncties. I)e in
2.2.1 geformuleerde voorwaarden vallen voor een rationele
be-
slisser uiteen in voorwaarden welke worden opgelegd aan de nuts-
functie en voorwaarden welke worden opgelegd aan de
waarschijnlijlc-
heidsverdeling.
We bespreken nu achtereenvolgens de situatie waarin
eisen rijn
opgelegd aan de nutsfunctie, terwijl geen eisen aan
de waarscliijnl ijk-
heidsverdeling worden gesteld, en de situatie waarin de
waarschijn-
lijkheidsverdeling aan bepaalde eiaen moet voldoen en
p~een voor-
waarden aan de vorm van de nutsfunctie worden geateld.
Indien we de situatie beschouwen waarin alleen eisen
aan de
nutsfunctie worden opgelegd, dan geldt volgens stelling
].1 ~iat
voor iedere verdelingafunctie r(.) moet gelden dat:
.o
(2.90) ! h(Y)dr(Y) - u~y~y).
Dit houdt in dat h(y) ofwel een lineaire ofwel een lcwadratische
funetie is, dus:
(2.91) u(~r~) - a~ f a~ t b~
f c.
Voor deze preferentiefunctionaal moet gelden dat zowel aan (2.18)
als aan ( 2.19) ~ldaan is, ofwel dat:
(2.92) - a~f b ~~,
en
(2.93) ~~~- - a ~ 0.a ~-
A,a~,gezien (2.92) en (2.93) niet voor iedere ~a,~2)-combinatie
kunnen gelden, aan (2.92) is namelijk niet voldaan indien ~t, -ba lr
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is niet aan axioma 3s ( het dominantieprincipe) voldaan9). Indien
we dus het irV-principe toepassen zonder aan de waarschi,jnlil7cheids-
verdelipg voorwaarden te stellen clan is dit l~eslisaingsprincipe
niet rationeel.
We beschouwen nu de situatie waarin aan de nutsfirnctie slechta
een eis wordt gesteld: de nutsfunctie voldoet aan de voorwaarden
voor de reeksontwikl;eling van Taylor. Voor dit fieval leiden we de
voorwaarden af waaraan de waarschijnli,l7cheidsverdeling van cle opbren~st
moet voldoen wil het E-V-bealissingsprincipe rationeel zi,jn. ilit
(2.8) en (2.9) volgt dan dat voor de centrale momenten van de
waarschijnli,llcheidsverdeling van de opbrenfist moet gelden ~'at:
(2.94) ~~ (1) - gi(~~).
Dit houdt in dat de waarachijnli,}lcheidsverdeling van de ol~brengst
per gulden per periode van iedere mogeli,jlce portefeuille rnoet bc-
horen tot eenzelfde klasae van waarschijnlijkheidsverdelingen, welke
op geli,llte wijze volledig door hun verwachting en variantie worden
gekarakteriseerd. Zo'n klasse van verdelingen wordt ook wel (r,~)-
klasse genoemd10) Voorbeelden van (~~~)-klassen zi,jn:
de klasse van de normale verdelingen,
de klasse van de lognormale verdelingen,
de klasse van de gammaverdelingen.
Aan de tweede onderstelling is dus voldaan indien de w~iarscirijnli,jlc-
heidsverdeling van de opbrengst per gulden per periode voor alle
mogelijke portefeuilles tot dezelfde ~,~)-klasse bel~oren, waarbi,j
de onderstelde nutsfunctie h(.) aan de voorwaarclen voor de reck~-
ontwikkeling van Taylor voldoet.
De derde onderstelling luidde:
3. De belegfier gedraagt zich als risicomijder.
9 Sie II.SCi1rTLEhIEISS~ Die Unvertráglichkeit von (~,~)-Prinzip uncl
Dominanzprinzip, Unternehmungsforschung~ 12 (1968), blz. 180-185.
10)Zie H.SCIINP'~EWEISS~ l~tscheidungskriterien bei Risilco, Springer
Verlag, Berlin, 1967,b1z. 119 e.v..
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Deze onderstelling is niet essentiéel voor het hanteren van liet
beslissingsprincipe. Ook voor de risicozoeker kan een verzameling
van efficiénte 1~ortefeuilles worden gedefiniëerd. De definitie van
een efficiénte i~ortefeuille voor een risicozoeker is:
Definitie 2.3. Een portefeuille X is efficiént indien geldt dat
a. van alle mogeli~lce portefeuilles met dezelfde of
grotere verwachte opbrengst dan I~ortefeuille X
deze portefeuille de grootste variantie van de
opbrengst heeft~
en tevens dat
b. van alle portefeuilles met dezelfde of grotere
variantie van de opbrengst dan portefeuille X
deze portefeuille de grootste verwachte oiibren~st
heeft.
We demonstreren het verschil tussen het efficiëntie-begrip voor







Ffficiëntie voor cen risicomi,jder.
In figuur 2.3 is X een efficiénte portefeuille indien er in
















Efficiéntie voor een risicozoeker.
portefeuille is. Alle portefeuilles in het gesloi;en )cwadrant 2
zijn inefficiént.
In figuur 2.4 is X een efficiénte portefeuille indien er in het
gesloten kwadrant 1 geen mogeli~ke portefeuille is. Alle portefeuilles
in het gesloten kwadrant 3 zijn inefficiént.
Uit definitie 2.3 en het in 2.2.1 gestelde volgt dat een risico-
zoeker naar een zogering mogeli,~ce diversificatie zal streven, omdat
diversificatie altijd variantiereducerend werkt. De onderstelling
dat de belegger zich als risicomijder gedraagt wordt dan ook onder-
steunt door de constatering dat beleg~~ers over het algemeen naar
diversificatie streven.
De vierde onderstelling was:
4. De verwachtingen ~i en de covarianties ~ij van de opbrengKt
per gulden per periode zijn voor alle mogeli,jke belegnings-
objecten bekend en eindig.
Deze onderstelling wordt in feite reeds geímpliceerd door onder-
stelling 2. We hebben deze onderstelling apart vermeld aanl;ezien
vooral met betrekking tot het eindig zijn van de variantie van de
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opbrenbsten van de aandelen vele vragen zijn opgeroepen doc~r de
onderzoekingen van MANDIIrBRAT en P'AMt1, die tot de conclusie k~ra-
men dat de opbret~,?sten van de aandelen Pareto verdeeld zijn. We
gaan op deze moeilijk2teden niet verder in, aangezien deze uitsliii-
tend op het beleggingsprobleem betrekking hebhen.
T:en grotere moeilijkheid wordt gevormd door de onderstelling
dat de vers~achtingen, varianties en covarianties belcend zijn. Deze
onderstelling impliceert nameli~lc een informatieverwerkend systeem,
waarmee voor alle mogelijke beleggingsobjecten voldoende informatie
te verkrijgen is teneinde de benodigde momenten met een voldoende
nauwkeurigheid te schatten.
Samenvattend kunnen we stellen dat het I'~V-beslissingsprincipe
een rationeel beslissingsprincipe is, indien voor de waarscliijnlijk-
heidsverdeling van de opbrengst van een portefeuille qeldt dat
deze wa~~rschijnliJliheidsverdeling voor iedere mol;elijke portefeuille
tot eenzelfde (r.,o-~-klasse behoort.
Indien we dit beslissingsprincipe voor het samcntitellen van een
beleggingsportefeuille willen hanteren moet hiernaast nog volda:~n
zijn aan de eis dat de waarschijnlijkheidsverdeling van de opbrengai.
constant in de tijd is, terwijl de momenten van deze verdeling mei,
voldoende nauwkeurigheid te bepalen moeten zijn.
In de volgende paragraaf gaan we na of het F~V-beslissingsprin-
cipe ook voor het bepalen van een investerings-financieríngsporte-
feuille te hanteren is.
2.3 Investeringsselectie en het Fr-V-beslissingshrincihe.
2.3.1 Investeringen versus beleggingen.
loals we in 2.1 liebben oligemerkt bestaat er een grote overeen-
komst tussen investeren en belegnen. llet onderscheid tussen beide
is een onderscheid in details. ITet geei't echter zowel theoretische
als numerieke coml~licaties. De theoretisc}ie complicaties komen tot
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uitinb in de modelvorm, terwijl de numerielce complicaties moeili~k-
heden in de oplos:~ingsprocedure veroorzaken. In 2.2.1 zagen we clat
een beslissingsprobleem in een risicosituatie aan een aantal voor-
waarden moet voldoen wil het I'r-V-beslissinfisprincipe een rationeel
beslissingsprincipe zijn. Ilet rrV-beslissingsprincii,e is gebaseerd
op een vergelijlcing van zowel de verwachtingen alb de variantics
van de uitkomsten van de mogel~jke beslis:in~;en. Ook in de investering5-
selectie is de realisatic van een beslissing een portefeuille. Indien
we in dit hoofdstuk aansluiting zoeken bij de bestaande literatuur
betreffende investerinhs-financieringsproblemen, dan dienen we te
zoeken naar een methode welke gebaseerd is op ecri ver;;eli,jking van
de eindwaarden (Icapitaalwaarden~ van de mogeli,jlce portefeuillcs.
Deze vergelijking dient echter wel relcening te houden met het sto-
chastische karakter van de eindwaarden.
We zullen eerst nader ingaan op de verscliillerr tussen inves-
teringsbeslissingen en beleggingsbeslissingen, in het bijzorrder
in zoverre deze verschillen invloed lieb~,en op de mate waarin }re i.
~-V-beslissingsprincipe een rationeel beslissinfiy~,rincipe is.
Het eerste verschil tussen een belegrrings- en een investerinl;~:-
beslissing is het feit dat een beleggingsbeslissing gezien kan wor-
den als een uitspraak over bij benadering onbeperkt deelliare beslis-
singsgrootheden~ terwijl een investeringsbeslitiaing daarentegen
meestal betrekking heeft op ondeelbare beali:;sin~;sgrootheden. IZi.j
investeringsbeslissingen heeft de beslis:~ing vaac een ja-nee-ka-
rakter, de omvang van het investeringsproject is va~ilc niet te be-
invloeden. Deze karakteristiek lieei't voor de modelvorminfi gecm wc-
zenli,}1ce betekenis. Voor de oplossingsmogeli.jkheid daarentegen is lict.
binaire karakter van de beslissingsvariabelen wel van werenli,jk be-
lang. De numerieke oplossinfi van discrete wislcundige modellen is
meestal veel gecompliceerder dan die van continue wiskundige mo-
dellen. De in de vorige I,aragraaf beschreven olilo~:~in~,s~,rocedure
is voor discrete grootheden niei. direct toepasbaar, aan~ezien bij
de afleiding van deze oplossinfisprocedure gebrcrik is gemaukt van
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het continue karalcter van de beslissingsvariabelen.
Een tweede verschil is het feit dat de waarsc}ii,jnli,jlclreiclsverdelin;;
van de opbrengst van de investeringsprojecten in de loop van cle
tijd niet constant is, ~odat niet langer voldaan is aan alle onder-
stellingen die moeten gelden wil het E-V-beslissingsprincipe toe-
passeli,lk zijn in de vorm zoals het in de vorige paratiraaf ~;eformu-
leerd is. De stationariteitsonderstelling liad betrekking o~ cJc o~~-
brengstgrootheid, welke gedefinil3erd was als de opbrenfist per
gulden per periode. Deze opbrengstgrootheid dieneri we voor inves-
teringhrojecten echter te wijzigen, waarmec dan teven:~ de statio-
nariteitsonderstelling vervalt. We geven nu enige mogeli,jlce ol,hrengsi;
definities met de daaraan verbonden voor- en nadelen.
a. De opbrengst van een portefeuille wordt gedefiniëerd als de
contante waarde van de kasstromen welke uit dere portefeuille
voortvloeien. Deze definitie heeft als voordeel clat ze nauw
aansluit bij de literatuur betreffende de investeringsselectie.
Tevens kan dezelfde definitie ook voor een Pro,ject worden ~qe-
handhaafd daar de kapitaalwaarden adclitief zijn. Ook in }~arti-
ele modellen kan deze definitie ongewijzigd worden geliandhaafd,
mits de juiste disconteringsvoeten worden gebruikt. Ilet ~rote
nadeel van deze definitie is dan ook dat de disconterin~;svoe-
ten exogeen bepaald moeten worden en meestal als een "1)cus ex
machina" in een model verschijnen.
b. De opbrengst van een investeringsportefeuille is geli,jlc atin de
som van de kasstromen welke gedurende de planningsperiode gere-
aliseerd worden. Nadelen van deze definitie zijn dat voor liarti-
ele modellen de opbrengstdefinitie gewijzigd moet worclen, uan-
gezien er dan alternatieve aanwendingsmogeli,jkheden van vermotien
buiten het model zi,jn, en dat de planningshorizon exogeen moet
worden bepaald. IIet grote voordeel van deze ciefinitie is clat
de disconteringsvoeten niet exogeen behoeven te wor~len va::tge-
steld, doordat de kosten en opbrengsten van aanwendings- en a:~n-
trekkingsmogeli~lcheden van vermogen in het model worderi opgenomcn.
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c. De opbrengst van een portefeuille wordt gedefiniëerd als clie
vermogensopbrengstenvoet dic gehanteerd als di5conterinl;svoet
een kapitaalwaarde nul geei't. Nadelen van deze definitie zijn
c?at de maat waarin de opbrengst gemeten wordL niet additief is,
en dat aan alle voorwaarden waaraan voldaan moct rijn wil toe-
passing van het criterium van de interne rentevoet mogeli;jlc zi,jn
moet worden voldaan. Pen voordeel van deze definitie is clat ze
nauw aansluit bij het rendc~mentsJ,ebrip, waardoc~r imPlemcntatie-
moeili,llcheden worden vermeden.
Uit het bovenstaande zal duideli,lk zijn ,lat toel7~i:csinh v.rn het
E-V-beslissingsprincipe een comhromis vraafit ten aanrien v.ur ~tc~
keuze van de variabelen. Van de ,lrie vermelde me i,hoden om cle oJ,-
brengst te meten verwerl,en we de laatste roncler meer. Ten aauzien
van de beide andere methoden malcen we onderscheicJ uf er sprake i~,
van een totaal model dan wel van een partiéel model. In het t.o-
tale model kiezen we de tweede methode, terwijl we in het J,artiéle
model de eerste methode moete„ kiezenll~~
Omdat we voor het totale model voor cle einclwaarde kiezen zal
dit steeds een model met een eindige Planhorizon zijn. ne in de
vorige paragraaf ~;estelde stationariteitseis is hiermee dan oolc
lcomen te vervallen~ zodat dit verschil tussen bcle~gen en investeren
niet essentiéel is.
Een derde verschil is het gevolfi va.n het vcrschil in de matc
van objectiviteit van de te verkrijfien informatie. Voc,r aandelen
geldt dat het verlcriwjgen van objectieve informatie t,c~n alnzien van
de verF~achting en de variantie van de ol,brengst een weliswaar
moeili~ke maar uitvoerbare taak is. Dat wil dus zeg;~en dat de co-
variantiematrix en de vector van verwachte ol,brengsi,en ol~ basis
van historische informatie te bel,alen zijn. Voor investeringsJ,ro-
jecten is het verzamelen van objectieve informatie vaak onuitvoer-
baar, ne voorspel:in„ van de covariantiematrix en de vcctor van
verwachte opbrengsten ~al dan oolc meestal op een meer subjectieve
wíjze dienen te geschieden. iJe gaan er in deze studie van uit clat
1 ~Vergeli,jlc ook 1. ~.1f.
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men via een voorspellingaraodel tot een uitspraak over de noodzake-
li,jke gegevens van de projecten is gekomen, zodat de toepasaeli~jkheid
van het ~V-principe door dit verschil niet wordt beTnvloed.
De drie hierboven genoemde verschilpunten geven dua op zich geen
aanleiding tot het verwerpen van het ~V-principe voor de selectie
van investerings-financieringsprojecten.
De onderstelling die het moeili,jkst te verifiéren is wordt gevormd
door de eis, dat voor iedere mogelijke investerings-financieringspor-
tefeuille de waarschijnlijkheidaverdeling van de gekozen maat voor de
opbrengst, in deze studie de eindwaarde, tot eenzelfde (~,~-klasse
van verdelingen moet behoren. Deze moeili,ilcheid wordt veroorzaakt door-
dat inveaterings-financieringsprojecten veelal niet herhaalbaar zijn,
zodat statiatische verificatie niet mogelijk is. De aanname,dat de wa~~r-
schi;}nl.itjkheidaverdeling van de eindwaarde van een portefeuille behoort
tot één (~i,~~-klasse van waarschijnlijkheidaverdelingen, kan hoogatens
plauaibel worden gemaakt door te wijzen op de werking van het centra-
le limiet theorema12~. In het verdere verloop van deze atudie nemen
we aan dat voor iedere portefeuille, de wearschi,jnlijkheidaverdelinti van
de eindwaarde tot dezelfde (j~,~~-klasse van verdelinqen behoort.
Het bepalen van de "opti,male" investerings-financierinqsportefeuil-
le kan dan ook gezien worden als:
1. Het voor de planningsperiode bepalen van de efi'iciénte portefeuil-
les.
2. Het kiezen van de "optimale" portefeuille door een nadere verge-
lijking van deze efficiënte portefeuilles.
2.3.2 De investeringe-financieringsaelectieProcedure.
12
Uitgaande van de gekozen doelstelling:
maximaliseer de eindwaarde van de uit te voeren portefeuille,re-
kening houdend met het stochastisch karakter van deze ~raarde,
ZieI'.S.HILLIIIi.~ The evaluation of risky interrelated inveatments,
North-Holland Publishing Company, Amsterdam, 19b9, blz. 23-30.
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komen we tot de volgende fasen in de investerintis-financierinfis-
selectieprocedure:
1. Bepaal door middel van een inventarisatie de mogeli,ke inves-
teringsprojectenl3~ binnen de Planningsheriodc;
2. Bepaal de verwachtinfisvector en dc covariantiematrix van de
opbrengsten van de investeringsprojeci,en in dc planningsl~eri-
ode;
3. Bepaal de relaties welke tussen de iuvesteringsproject,en bestaanl~r~;
4. Stel met behulp van de in de fasen 1 tot en rnet 3 gcvonclen re-
laties en dat een beslislcundig moclel oE~;
5. Los het onder 4 fieformuleerde model op, zodat dc verzamelinfi
van efficiénte portefeuilles verkregen wordt;
6. Kies de "optimale" investerings-financieringsrortefeuillc door
ecn nadere evaluatie van de efficiénte portefeuilles. Tlierbij
kan een nadere specificatie van de lireferentiefurictionaal nood-
zakeli,~c zijn.
We geven in deze subparagraaf nu een algemene beschri,jving van
een besliskundig model met behulp waarvan de verzamelin~ van effici-
ente investerings-financieringsportefeuilles kan worden bepaald.
We nemen voor dezc modelformulering aan clat de ecrste drie fasen
1~ De term investcrir~sprojecten dient hier in zi,jn meest ru.ime be-
telcenis te worden ge~nterl~reteerd.
14~In deze fase worden een aantal soorten relaties o~hesl~oord:
1. deterministische relaties:
a. produktie-technisclie relaties, in deze relai,ies worclt
het gezameli~k ~ebruik door de projecten van eenzelf-
de produktiefactor aan~ec,even,
b. logische en fysische relaties, bi,jvoorbeeld elkaar
uitsluitende ]~rojecten, projecten waarbij syner~ie-
effecten optreden (~ic 1.3.4~,
?. stochastische relaties, zoals liquidíteits- en vermogens-
restricties.
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tot het volgende resultaat hebben geleid:
1. Het aantal mogeli.jlce projecten in de planningsperiode is n.
2. De verwachting en de variantie van d.e kagstroom in dc ~~lan-
ningsperiode van pro ject i zijn respectievclijk ~a, en o- ..i 1 11
3. Tussen de T~rojecten gelden de v~~lgende deterministische
relaties:
a. produlctie-technische relaties:
ITiervan onderstellen we dat deze relatieg iii lincaire
voorwaarden kunnen worden weergegeven. Voor ieder l,ro-
ject is de vereiste hoeveelheid productiefactor belcend.
De aanname van een deterministische relatie is te recht-
vaardigen omdat de stochastiek in deze hoeveelheidsre-
laties meestal verwaarloosbaar lclein is ten opzichte van
de stochastiek in de opbrengsten.
b. logische relatiea:
Deze relaties lcunnen altijd. in de vorm van lineaire vo~~r-
waarden worden weergegeven ( vergeli,jk ook 3.2.2 ~.
c. fysische relaties:
Ten aanzien van deze relaties geldt dat er slcclits ecn
deterministische beinvloeding van de opbrengst pla;its-
vindt. Deze relaties resulteren dus niet in voorwaarden,
maar in een verandering in de eindwaarde van de porte-
feuille. rlodelmatig kan deze afhankeli,jlcheid oP twec
manieren worden verwerkt:
cl. door introductie van samengestelde l~rojecten en
uitsluitingsvoorwaarden;
c2. door opname in de doelfunctie van een term waar-
in de beinvloeding van de verwachting rechtstreelcs
wordt verwerkt.
4. De stochastische afhankeli,jicheid van de l~ro,jecten komt tot
uiting in de covariantiematrix ~, waarin liet element cij
de covariantie is tussen dc opbrenfist van project i en die
van project j.
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lrre onderstellen dat vermogen in ongelimitecrde lioeveel}reden kan
worden aan~etrokken, zodat er geen licluiditeits- en vermogensrela-
ties zijn. We onderstellen tevens dat er ~een andere stoc}rastische
relatiea tussen de projecten zijn.
LWenals in de voorafgaande T~aragrafen reven we ook hier een
portefeuille weer als de n-dimensionale vector van lreslis::in~sva-
riabelen X. De elementen van deze beslissin~;svect;or zijn de beslis-
singsvariabelen x. (i-1,...,n), waarvoor ~elclt:i
xi-0 project i wordt in de Plannin~s~~eriode niet,
in uitvoerin~ fienomen;
(2.95)
1 hroject i wordt in de plaruiin~speriode in
uitvoering genomen.
Indien voor deze variabelendefinitie is ~ekozen (per project
één variabele), dan dient de fysische afhanlceli;lcheid oP de onder
3.c2 vermelde wijze te worden verwerkt. We geven nu cen oplossin~
voor de verwerking van de fysische afhankel.i,jkheid indien deze af-
hankeli~kheid slechts voorkomt tussen paren projecten. Noem rnij
het verschil tussen de verwachting van de ol~brenl~st van de combi-
natie van de pro,jecten i en j en de som van de vcrwachtin~en van
de ohbrengsten van de afzonderli,jke pro,jec l,en i en j. IJe definiëren
nu de rixn-dimensionale matrix ~, waarva~~ cle elementcn r~eli.jl: zi.jn
aan mij als i~j, de elementen o}~ de hoofddia~~onaal heli,jk zijn aan
~l. en de elementen onder de hoofddia~onaal l;eli,jlc a~~n nul ii,jn. De
J
verwachte opbren~st van de portefeuil)e ;C in de ~~Iannin~s~~erio~le
is dan gelijk aan:
n n 1
(2.96) ~(X) - ~ x f ~ ~ m x.x.,~-1 j~ ,1-~ i-1 i j i J
ofwel
(2.97) ~(X) - ~'~Kx.
De variantie van de opbren~st van ~lc l~ortefeuillc `( in dc l~lannin~s-
periode wor~dt getieven door:
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(2.98) ?'2(X) - X'.C'Y.
De teclinische en logísche relaties lcunr~en in lineaire voorwaar-
den worden weergegeven, ofwel in matrixnotatie:
(2.99) ~~ - Ao~
waarin ,~ de matrix van coëfficiënten van de voorwflarden is en Ao
de vector van rechterlec'en.
Indien er geen fysische af.hanl:eli.?kheid is, dan kan (2.97) her-
schreven wor~len als:
(2.100) J.l(X) - M'Y,
waarin
(2.101) M' - (~1~...,~an).
Iíet bepalen van de verzameling van efficiénte portefeuilles
is dan het oplossen voor alle waarden van i1 1 0 van:
n v tl,...,n} l
(2.102) min a2(X); -~r(X)~,lrX - AoI` pi xiE tO.1~ J .
X ~
Het op deze wijze geformulePrde model is een parametrisch geheel-
tallig kwadratisch programmeringsProbleem. In hoofdstuk 3 zullen ~re
een nadere uitwerl:ing van dit model geven~ waarbij tevens tegemoet
zal worden gekomen aan een aantal bezwaren zoals die tegen deze
modelformulering zijn in te brengen. Deze bezwaren zijn:
1. De oplos5ingsalgoritmen welke voor deze modellen bestaan zijn
niet efficiént. Ook voor parametrische geheeltallige program-
meringsmodellen15) zi`jn nog geen efficiëntc algoritmen ontwik-
keld waarmee modellen van grote omvang kunnen worden opgelosd.
S~Zie H.NOLT~IEIER~ Sensitivitátsanalyse bei diskreten linearen
Optimierungsproblemen, Lecture Notes in Operations Research
and TSathematical Systems, 30, 5pringer Verlag, Berli,jn, 1970.
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Uit pral;matische overwegin;~en is r~eL cluti nooclzalcel:;k een me-
thode aa~c te heven waardour het wíc,rrde~ebied van ~ bel~crkl. lcan
worden. Er lcan dan volstaan worden mei, lret. oplossen v.zn ecn
klein aa.ntal gehceltallige rnodellen rondcr lrarametcr. Voor cleze
geheeltallige modellen dient ook e~ n lrcuri: i,i tiche olrlostiinl;ti-
procedure te worden aan;re;-,even. OP dezc~ i~robl~~:~en l:omc~n c~e tc~-
rug in 3. 3 en 3. ~4.
2. In het bovenstaande model i:c lrct, liquiditeitsl~roLleem buiten Uc-
schouwing gelaten. De licluiditeitsrestrictie:~ vcroorialcen moci-
l~,jkheden omdat deze niet als determinis ti:~chc voorwaarclen I~e-
handeld kunnen worden. De opbren};sten van de l~rojectcn vormc,n
namelijk zelf ook weer verrnogen clat ter financierirr;; van andere
projecten Icau dienen, zodat een belarrgrijk gedeeltc van ]rct, in
een planperiocle beschikbare vermogen door een stocl~astiscli l~ru-
ces wordt voortgebracht. De con5tructic Vílll een aantal mogeli.jlcc
vormen waarin de liquiditeitsrestricties kan worclen wecrgegeven
wordt in 3.2.2 besprolcen.
3. Ilet i'eit dat liet geyeven model een statisclr model is en gecn rc-
kening houdt met de dynamische Icarakter van lret investerings-
financicringsprobleem~ kan als bezwaar te;;en lrel, lnridit;e mo~lel
worden aatigevoerd. Door de levensduur van dc lrrojecten al;~ va-
riabel in het model te introduceren en het moclel als een modcl
met een verschuivende planlrorizon te hanteren wordt aall clii, be-
zwaar grotendeels tegemoet gelcomen. In 3.2.1 Icornen ~,~~e tc~ru~! olc
het bovenstaarrde.
4. De voor het model benodigde informatic is zeer mocili.jlc te vcrlcr~.j-
gen. Dit houdt in dat we in de eerste clrie fasen van de inves-
terings-financieringsselectieprocedure vour grote moeili,jlclieden
worden geplaatst. In de volhende deelparatiraaf tieven we ecn ovcr-
zicht van de, voor het opstellen van een besliskundig rnoclel, be-
nodigde categorieén informatie. Tevens zal ~;loba~rl een rrocedurc
worden aangegeven waarmee deze informatie kan worden verkreticn.
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?.3.3 De noodzakelijlce informatie voor de investerings-financicrin~ti-
selectieproceëure.
De voor een selectiemodel noodzakeli.jlce informai,ie i5 in ecn vicr-
tal categorieën in te delen:
1. Een overzicht van de op dit moment voor cle ondcrneming
ter beschiklcing staande investering5- en finarrcierin~s-
alternatieven, inclusief de op dat moment bestaundc onder-
neming.
2. De informatie betreffende de ontwik eling van de icatistro-
men van de projecten in de loop van de ti,jd. Ueze inforraa-
tiecategorie valt in d'rie onderclelen uiteen:
a. de projectinformatic;
b. de ondernemingsinformatie;
c. de informatie over de relevante exol;ene factoren.
3. De informatie Letref fende het :ctochasti sch Icaralcter
valn
deze lcasstromen. Deze categorie is in twee onclere3c] en
tc
splitsen:
a. de informatie omtrent de vorm van cle verdclin~:~func-
tie van de kasstromen;
b. de informatie betrefl'ende de verdelirrgsharametcrs.
4. De informatie betreffende de samenhang tussen cle pro,jecten.
Deze categorie valt uiteen in:
a. informatie over de l~roduktie-technische samcriliang;
b. informatie omtrent de logische relaties zoa15 dic
tussen de projecten bestaan, zoals bi,jvoorbeeld uit-
sluitingsrelaties en complementariteitseisen.
c. informatie betreffencle de stochastische satnenhang
tussen de kasstromen vai~ de projecten.
ad 1. Ten aanzien van de informatie uit, catc~oric 1 worc)t, in de
klassieke literatuur steeds };esteld dat dezc volledig Lekend
9b
is. Ook wij gaan er in dezc studie van uit dat de informatie
betreffende cle mogelijlcheden volledig is. 1Tierbij client ecliter
de lcanttekening te worden gemaakt dat de inventariyatie van
deze mogeli,jkheden een onderdeel van de strategische onderne-
mingsplanrring behoort te zijn, een onderdeel waaraan nnar onre
mening te ~,reinig ar.ndacht wordt besteed. Deze inventarisat,ie
dient methodisch te wordr.n oF~ticzet. A9en kan hierbi,j gebruik
maken van een vragenlijst wellce door dc leiclinfi van clc onder-
neming moet worden beantwoord. Deze vragenlijst dient uit te
gaan van de huidige situatie in c1e ondcrneming. .e onderschei-
den hierbij twee ingangen, de l~rodulctie-technische inT;ant; en
de commerciéle ingang. De vraT;en kunrien dan ook in twee lclas-
sen worden ingedc~eld:
a. vragen op het fiebied van de technische research welke
op dit rnoment wordt hestrelcen;
b. vragen op de gebieden van de comrnerciële researclr waar-
op in de orrdernemirrg wordt t;ewerkt.
Zonder enige volledigheid te pretenderen geven we enit;e ni~nten
waaraan binnen deze ltlassen bi,jzonder aandaclit zal moei,en wor-
den besteed.
Tot klasse a behoren vrahen als:
Op welke gebieden wordt fundamentelc research bedreven?
Melke categorieën van toc~eT~ast sl~eurwerlc Icunnen worden
onderscheiden?
Welke zijn de huidi~re hrodulcten en produl:tontwikl;elinhen'?
maar ook vragen als:
'.lelke Patenten en licenties woruen aa.ngeboden?
1Jelke ,~rodulctieProcessen zijn mogelijk?
Tot klasse b behoren vragen als:
1lellce markten wordcn bestrel:cn?
t~at li,jn de b~hocften varr deze mar{cten?
Wellce produlcten lcuniien worden afl;eret?
1'iet behulp van tieze beicie lclassen van vragen is het mot;el',~dc in
9?
een tabel de gebieden weer te geven waciroly de onderneming
op dit moment werkzaam is. Indien als ingantiEm van deze ta-
bel de technische en cormnercíële gebieden worden hekozen
waarop de onderneming op dit moment werlczaam is, dan Icunnen irr
een soort topografische kaart de investerin~;scate};orieén wor-
den aange~even welke binnen het huidige werkterrein van cle
onderneming vallen. Door cleze procedure Ican reeds cen zcer
groot bijstureud ef'.ect op de te nemcn investeringsbeslitisin~en
uitgaan. Naast de investeringsalternatieven die reclitstreeks
voortvloeien uit de huidige activiteiten van de ondernemirrFr
moet ook nog ecn onderzoek gedaan worden naar de mogelijk-
heden wellce buiten het huidige werkterrein van de ondcrneminh
vallen, zoals de ontwikkelinfi van een volledig nieuwe prodiilct-
categorie, het openen van een nieuwe markt, liet a;crrgaan van
een fusie.
ad 2. In de literatuur wordt aan deze informatiecategoric clc meeste
aandacht besteed. llierbij merlcen we oli dat dc door ons vo~~rfie-
stelde driedeling meestal niet wordt gevolgd. Deze drierlelinh
is voor een investerin~smoclel waarin het stochastisch lcaral:-
ter van cle kasstromen wordt benadrukt van bclang, omdat hier-
door het opsporen van de samenhang tus:~en de projecten wordt
vergemaklcelijkt. Ilierbij ii.jn vooral de onderneminqsinformatie
en de informatie betref''ende de relevante exn~;ene factoren vai~
belang. Indien r;en de informatie over cle omgevinfi van een
project namelijk kan combineren met de l~rojectinforiuatie,
dan is de stochastische samr~nhang tussen cle onderscheidene
projecten gemalckelijker te kwantificeren. Deze lcwantificerin~
lcan bijvoorbeeld worden verlcregen door ieder van de informa-
tiesoorten te splitsen in produktie-technische en commerci-
ele informatie. Met behulp van een eenvoudig net~~~erlcmodel
kan dan voor zowel de procluktie- als de marlct::ijde van het
investerings-financieringsmodel de relatie tuseen de lcasstro-
men en de parameters voor ieder lrroject worclcn va:~tgelefid.
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Gebruik malcend van deze relaties lrrurnen da;rrna rie samenhan~;en
tussen de pro,jecten ~rorden gekwantificeerd.
ad 3. Ook deze eate~orie heeft in de lclassielce literatuur l,etref-
fende investeringsbeslis::irrgen weinig aandacht gekregeu. Tn
deze literatuur is namelijlc steeds het st,ochastiache asl~ect.
van de investerings-financieringsl~ro,jecten verwaarloosd, met.
name omdat men impliciet of expliciet a;~nnam dat voor inves-
teringsbeslissi.n?en de wet van de l;rote aantallen geldt~ zo-
zodat men kan volstaan met het h;interen van lret verwachte
waarde criterium om het cloel maximalisatie van de waarde
van de onderneming te bereilcen. In de meer recente litera-
tuurl~~ wordt aan het stochastisch lcaralctcr vun de o!rhren;;-
sten van investeringsprojecten steeds meer aandacht besteed.
liierbi,j ondersteld men vaak dat tengevolgc van dc werkinti van
het centrale limiet theorema de lcasstromen varr de pro,jecten
normaal verdeeld zijn. Of de onderstelling gereclrtvaardigd is
rou via statistische onderzoelcen moeten worden geveriliéerd,
een verificatie die op reer grote moeili,jlcheden stuit. 1)eze
moeili~lcheden worden veroorzaakt doordat de kasstromen van de
afzonderlijlce projecten vaak niet te identificeren zijn en om-
dat de projecten meestal niet herhaalbaar zijn. In liei, door
ons gehanteerde investeri.ngs-financiering:~moclel i5 lrei, nic~t.
noodzakelijk de waarschijnli,jkheidsverdeling va~~ de afzonderli,jlce
projecten te kennen, maar is lret voldoenrle de vorm van de
waarschijnli~7cheidsverdelirig varr de mogelijke portefeuilles te
kennen. Aangezien portefeuilles uit vele l,rojecten zi.jn samen-
gesteld is het plausibel dat het centrale limiet, theorema hier
eerder van toepassing is dan voor de af~onderli.jlce pro,jecten.
De opmer!~ingen betreffende de veri ficatie hli.jven echter oolc
hier gelden. In deze studie zullen we op dit as~rect van het
investerings-financieringsprobleem niet nader ingaan macrr
onderstellen dat de kasstromen van alle mogcli,jlce investerings-
financieringsportefeuilles een normale waarschijnli,jkheidsver-
1 I~oorbeeld i'. ~.IIILLIT7t, The F;valuation of Itislcy Tni.errel ated
Investments,North-Tlolland l~rblishinl; Comlrany,Mi:~terdam, lr)(~~.
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deling bezitten.
Ten aanzien van het schatten van de verdelingsr~arameters
van de afzonderli.jke }iro jecten geldt dai, men in de statisi,ische
literatuur schattings}~rocedures kan vinden in~lien de vorm
van de waarschijnlijkheidsverdelinti bekend is. Ts deze niet
bekend dan moet worden volstaan met het schatt,en van de mo-
menten van de kasstromen.
ad 4. Aan deze informatiecategorie wordt voor wat betreft dc sub-
categorieën a err b in cle literatuur betreffende toepastiing
van optimaliseringsmodellen voor investeringaproblemen veel
aandacht gesehonlcenl7~. Deze beicle deelcategorieén hanfien
Seer nauw samen niet de irrformatiesoorten 1 en 2. Aan deelca-
tegorie c wordt in de literatuur vrijwel geen aandacht ge-
schonken. Mecr literatuur vinden we hierover bij belegfiings-
problemen18~, waarbi,j dezelfde moeili;kheden o~itreden als birj
investeringsproblemen. 'de verwijzen hierbij ook naar het bij
categorie 2 en 3 gestelde.
De vermelde informatiesoorten zijn van wezenli,jk belang tcneinde
de situatie van onzekerheid in een situatie van risico te lrunnen
vertalen. Afhanlceli.lc van de mate van onzekerheid wellce men betref-
fende de te nemen beslissing wil of moet accepteren kan op een of
meer van deze categorieén roeer of minder nadruk worderr gelegd. In
het algemeen lcan worden gesteld dat de ~,-;ze van informatiever}crij-
ging in de literatuur met betreklcing tot investerings-finaricierings-
problemen te weinig aandaclrt krijgt. 1)e voornaamste oorz;~:i.lc l~ier-
voor is dat in de literatuur cle nadruk ligt ol~lret formuleren van
17 Zie onder meer ILM.WEZNGAItTNT~I, Mathematical l~rogramming nncl tlie
analysis of capital budgettinfi }~roblems, Prentice ilall, I';rrgl e-
wood Cliffs,N.J., 1963.
18~ 8ie onder andere K.J.COITF,[`1, J.A.POGUE, An empirical evaluation
of alternative hortfolio-selection models, The Journal of
13usinesa, 40 (1967), blz. 166-193.
W.F.SIU1ItPE, A simplified model for }~ortfolio analysis, Ata-
nagement Science, ~ (1963~, blz. 277-292.
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beslissingscriteria en daaruit afgeleide theoretische modellen.
Alhoewel deze studie een duidelijlc theoretisel~ ]carakter }ieeft,
hebben we gemeend het informatieas}~ect te moeteii vermelden. ITet
aangeven van hoe een informatiesysteem opgebouwd moet worden wil
het aan de gestelde eisen voldoen valt buiten het kader vati deze
studie. Wil men echter de implementatie van een investerings..fi-
nancieringsselectiemodel mogeli,jk ma}cen~ dan ral op de eer5te
plaats de informatieverkrijging en -verwerking nader moeten worden
bestudeerd en in het bijzonder de informatie betref fende T~et coiruner-
ciéle gebeuren van een onderneming.
2.3.4 Samenvatting.
Samenvattend komen we in deze paragraaf tot de conclusie ciat }iet
1'r-V-beslissingsprincipe ook voor het selecteren van Pro,jecten toe-
passingsmogelijkheden heeft. Indien de opbrengstenstromen van de
mogelijke portefeuilles kunnen worden gedefiniëerd als stoc}iastiscTie
grootheden met waarschijnlijkheidsverdelingen die alle tot eenzelfde
(~,~-klasse van verdelingen be}ioren en de beslisser als risico-
mijder handelt, dan is het Fr-V-betilissingsprincipe een rationeel
beslissingsprincipe.
Iiet op basis van dit beslissi.ngsprincipe in deze paragraaf fie-
formuleerde model kent echter nog een aantal bezwaren wellce van
zowel theoretische als praktische aard zijn. ln het volgendc hoofd-
stuk formuleren we een model dat grotendeels aan deie berwaren te-
gemoet komt. De nadruk zal hierbij liggen op het overwinncn van c}e
theoretische bezwaren, a1T~oewel dit vaa}: op pragmatische wi,jze zal




We gaan in deze ap~~endix uit van de volgende onderstellingen:
1. De opbrentist w van een portefeuille is een syirunetrisch
verdeelde stochastische groot}ieid.
2. Voor alle portefeuilles geldt cl:.it de gestandari:~eercie
grootheid (w -~ )~1 identiek verdeeld is. Tlierin is
~tde verwachting van de opbrengst en o- de standaardde-
viatie.
3. De nutsfunctie van de beslisser h(.) is een monoto~n
niet-dalende concave functie van de opbrengst.
Onder deze onderstellingen fi eldt de volgende stelling:
Stellin~ 2.2. Indien voor twee portefeuilles X en Y met, als
verwachting en variantie van hiui o}ibren;;5t wX en
wl, respectieveli,~k ~.CX, ~~ en~aY, ~Y, geldt clat:
(2.103)
(2.104)
~X ~ ~Y én a'X 5 o-Y ,
dan geldt:
~(h(wX)) ~ ~(h(WY))r
zodat portefeuille Y niet geiirefereerd worc}t, boven
portefeuille X.
Bewijs 19 ) s
Allereerst bewijzen we dat als deze stelling wa.1r is voor






F -I X -I Y ~ 0~





( 2.108 ) Q-2( z ) - a-Y.
Indien de stelling í!eldt voor stochastische grootheden met
gelijke verwachtingen, dan volgt uiL het bovenstaande:




C (h(WY)) - ~(h(z}) - I (h(Y} - h(yf~}}c1T'2(Y)r
waarin F2(y} de waarschi,jnlijkheidsverdeling van wY is.
Omdat h(.} een monotoon niet-dalende functic en E~0 is,
volgt:
(2.111) ~ h(Y) - h(Y}E) ~ 0.
Aangezien F2(y) een lcansverdeling is volgt uit (2.111} clat:
(2.112} t~(h(wY}) ~ C(h(z}) ( `(h(wX)}.
Het is dus voldoencle te bewijzen dat stell ing 2.:? ge] d t, in-
dien ~4X -~cY -r. . Noem nu T~'3(. ) de lcnnsverdel ing vnn wX -~,




~ (h(wX} ) - 1 h(y}~a}dF3(Y} r
ao
( 2.114) ~ (h(wY)) - ~ h(yt~)dF4(Y).
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We noemen h(yf~t) nu g(y~, welke functie dan oolc ecn mono-
toon niet-dalende functie v:in y is. Uit onclerst.cllin~ ~
volgt dat de kansverdeling van (wR~t)a-~1 geli.jlc is 1.rn
die
van (wYr~~~,l, zodat de I{anyverdeling van wY ~ l;cli,Íl: iti
aan de kansverdeling van (wX~)~I,cxl, waarait, vo1;,1, clat,:
w
(2.115~ ~(h(w~,)) - ~ g(~1.~X1Y)~3(Y)~
iJit (2.115) volgt onmiddelli,}7c dat:
.~
(2.116) ~(h(wl.)) - c (h(wX)) - -~, (g(o'Y~j{lY) - g(Y~)dI~3(Y)~
Met behulp van onderstelling 1 is ~lit te herscliri,jven tot:
a.
(2.117) ~ (h(wY)) - C (h(WX)) - Ó g(P1.~X1Y)fU(-~Y~Cly)-~;(Y)-g(-Y)
cll~ }(Y)~
Aangezien voor iedere concave functie geldt:
(2.lls) 'd~y,~ ~X~~(X) } ~(-X) ~ ~(Y) } ~(-Y),
volgt onmiddellijk:
(2.119) C (h(wX)),' `(h(WY))r
hetgeen te bewijzen was.
Mders geformuleerd volgt uit deze stclling dat indien aan de
onderstellingen 1,2 en 3 is voldaan een rationeel handelende beslis-
ser ~ijnn optimale portefeuille kiest uit de verza.melint; vari ef.fici-
ente portefeuilles.
Evenals de in 2.2.1 ontwikltelde voorwaarden geven dc bovcrn:cta;incle
onderstellingen een stelsel voldoende voorwaarden opdat liet 1~~V-
beslissingsprincipe een rationeel beslissingsprincipe is.
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IIOOFDST[1K 3.
Een model voor de inveaterin~s-financierin~sselectie
in een risicosituatie.
3.1 Inleiding.
In dit hoofdstuk ontwikkelen we een model dat een integratie
geeft van de in 1.2.4 en 2.3.2 besproken modellen. De in het model
gehanteerde doelfunctie zal steeds op het in het vorige hoofdatuk
besproken E-V-beslissingaprincipe gebaseerd zi,jn. We onderstellen
in dit hoofdstuk dat de in 2.3.3 besproken informatieaoorten vol-
ledig bekend zijn. Dat wil zeg~~en dat zowel de mogelijke alternatieven
als het verloop van hun kasstromen, gekarakteriseerd ala stochastiscfie
variabelen met hun onderlinge verbanden, bekend zijn. De te hanteren
planningsmethode is een methode met een voortschri.jdende plannings-
periode. Dit impliceert dat de te bespreken modellen een eindige
planhorizon bezitten. Het doel van de investerings-financierings-
selectie is als steeda maximalisatie van ( de toename van ~ de
waarde van de onderneming op de planhorizon. Ook in dit hoofdstuk
nemen we aan dat de waarde van de onderneming een niet dalende
functie van de eindwaarde van de portefeuille, die gedurende de
planningsperiode wordt uitgevoerd, is. Deze eindwaarde is ook hicr
de som van de kasstromen van de samenstellende projecten. Aange-
zien deze kasstromen stochastische grootheden zijn, is ook de eind-
waarde van de portefeuille een stochast. Iiet doel van de investerings-
financieringaselectie is dan ook het maximaliseren van de waarde van
de preferentiefunctionaal van de eindwaarde.
Zoals we in 2.1 hebben gezien is het, onder bepaalde onderstel-
lingen, niet noodzakelijlc de preferentiefunctionaal van de beslisser
te kennen teneinde het aantal zinvolle alternatieven ( lxirtefeuilles ~
te kunnen beperken tot de verzameling van efficiénte portefeuilles.
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In het uiteindeli,jke model Icomen de onderlingc relatieti tussen
de mogeli,llce projecten tot uiting, evenals de restricties i,en aau-
zien van liquiditeit~ vermogensstrcrctuur en overil;c l~rodulctiefac-
toren. De met behull; van het model voor te bereiden hes]itisingen
zijn:
Ilepa~~l voor iedere efliciënte investerin~~s-fin~rncicrintisl~orte-
feuillel~ wanncer welk pro,ject in uitvoerinl~ moet, worden ;;enomen~
gedurende welke planlierioden dit l~rojeci, in uitvoerini~ mcreL hl.ijven,
wellce hoeveelheid verinogen wanneer moet worden auu;r,et,rolclcen, wcllce
hoeveelheid vermol;en wanneer moct, tiror~len bcl e~d en lioc dc 1 icluid i-
teitspo:~itie ticdureude de plannintisl~c~riode is.
1(ierbij moet. worden oligemc~r~c t ~I,it oolc cle f i nane i c~ri n~5- rn bc~-
lehtringsobjecten al.y pro,jecten i~i hel. model ~.orclc,n opgenuinrn,
sleehts het aFCntrelclcen en bele~;;ren v~rn Icort vermoheic worden .rl:~
variabelen in Le t model geïrrl,roduceerd zonder de }iro jec i,c~m:~truc-
tie. ilet aanhoudcn van liquiditciten wor~~i. ocylc al:~ cen vorm v~ui he-
leghen van kort vermogen beschouwd.
In 3.2 wordt cen theoretisch model ontwiklceld, drit ic, n ~lc hci-
venstaande eisen voldoet. 13ij de ontwikkeling van dit modcl ~,al clc
nadruk liggen op cle theoretische aspecten en .:al de pralcl,i::chc toe-
pasbaar}reid slechts een nevenfacet zijn.
In 3.3 wordt een herformulerinfi van het in 3.2 ontwil.l;c~lclc~ tl~e-
oretische model gel;even, zodanig dat aan een aant,al prakti~,chc bcr-
zwaren tegemoet ge!:omen wordt. Tevens worclt in dcic ~~aratira.cf ecn
aanzet tot een heuristische l~rocedure beschreven waarmee het mo-
gelijk wordt een model van enige omvang ol~ tc lossen. 'Penslott,c
worcl t in 3.4 een methode aangegeven waarmer. het motiel i.jlc i s I~e t
aantal te bepalen efficiénte portefeu.illes in te perlcen. Ilicr-
bij wordt gebriiilc gemaa~.t van subjectieve waardeschat,i i ngen v1n
de beslisser.
1~ '.ie definitie 2.1.
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3.2 Tiet tlreoretische model.
3.2.1 De problecrostelling.
Ter inlei~!ing geven ~re een naciere omschri.jvirrr~ va~~ clc~ ,~ruhlc~cr,-
formulering:
In een onderneming wordt een }~lanningsl~eriocle`~ van T 1~11n1re-
rioden gehanteerd. A`en wil bepalen wellce van cle n lrro,jecten, dic~
gedurende deze l,lanningsperiode in uitvoerin}.; Icurrnen worderr l~e-
nomen, uitgevoerd moeten worden. Ten aanzien varr een ~~r~,jec1, on-
derstellen we dat .,owel de uittiaven i,en behocve van ;il~~, dc~ crni;
vangsten voortkomende uit dat }~roject aan hcrt einde vari cen }~lan-
periode3~ plaatsvinden. Deze oncler~tel] in~ imi,licccrt ~lai, een
project volledig door een ri,j van ti,jdsti~rfirooi,hederr wordt. ;;elcaralc-
teriseerd. Tevens onderstellen we dat voor ieder liro jcct hct, ti.jd-
stip waarop het in uitvoerinr, kan worden };enomen volledig vasi,-
ligt. i~~'e noemen het ti,jdstip waaro}~ project, i in uitvoerin~ ~Teno-
men kan worden ti. De betekenis van dit tijclsti}r voor ~~ro,j~~ci, i
]comt overeen met de betelcenis van het tijdstiir 0 v.1n het, }rlannin};:~-
proces zoals dat in 1.1 beachreven is. Dit houdt dan oo{c in clat
de eerste planperiode gedurende wellce project i in uii,voerin~
krur rijn de (tifl~-ste planperiode is. Dc beslis5inticn vour cen
bepaalde Planlieriode worden ~ius steeds a~,n hai, cind v1n clc vour-
afgaande planpcriode genomen. Dit sluit nauw aan bij cle l~rocedures
zoals die bij het nemcn van belangri,l7cc investcrin;~s-finnncicrinhs-
beslistiingen in het bedrijfsleven worden l;ehautecrd, mcu denlcc
hierbij aan de vaalc gehanteerde budbetsyst,emen.
In het te formuleren model zal dus s},rake ~.i,jn van tijd5tipfiroot-
heden en niet van tijdvak};rootheden, zodat het in feite ,~icl, lunrer
geoorloofd is van stroorr~rootheden te 5}~rc~lcen. ire bli,jven echtcr in
2
'-'ie 1.1.1 voor de definitie va.n de }rlannin~;ti}rc~riocle.
3~Zie 1.1.1 voor de definitie van een plan},criocle.
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dit hoofdstulc het begrip kasstroom lranteren. 'Loals in 3.1 gest,eld
1cieLen we als doelstelling: maximalisatie van de einciwaardc van
de onderneming, die een toenemende functie ig van dc lcasstroom van
de uitgevoerde investeringsportefeuille. Indicn a,~n dc ondcrstel-t
lingen waaronder het I'r-V-beslissinhsprincipc mag ~r~orden toerep~rtit r
is voldaan, dan lciurnen we volstr~an met het bepalen van de ef fici-
ente portefeuilles, gebaseerd op verwachtinti en variantie van dc
]casstroom van de investerings-financieringsportefeuille },edurencle
de planningsperiode. Aangezien in het model oolc dc levensduur van
de pro jecten moet worden bepauld, zal cle in cl i t lioofdstiilc gehruilcte
symboliek en terminologie niet volledig overeenstem,uen met die uii,
de vorige hoofdstuklcen.
Uit het voorafgaande in het in 1.2.4 gestelde lcai~ mc de vol~endc,
probleemstelling wor~!en afgeleid:
Iiepaal de verzameling van efficiénte l~ortefeuilles, waarbij voor
de afzonderli,~ce projecten de "optimale" lcvensdiror wordt l~epa,lld,
de liquiditeit voor iedere planl~eriode wordt, ~clcancll,a,afd en aan
de overige te stellen voorwaarden is volda~in~ .
3.2.2 De in het model te stellen voorwaarden.
3.2.2.1 F~ige inleidende opmerlcingen.
1Je definiéren cIe volgende beslis~~inl;svariabcl en:
xt i- 1 indien l~ro,ject i oli ti,jdstil~ t in uitvoerin; is,
r
0 indien project i op ti,jdstip t nieL in uitvoe-
ring is.
?~eze definitie van cie beslissingsvariabclen houdt in dat als xt i~
helijk is aan één,project i in planperiode t in uitvoerin~~ is, be-
halve indien t- ti, omdat dan op tijdstip ti met de uitvocring v,rn
l~roject i wordt begoruren en planperiocle tifl dus de cerstc l~lan-
periode is waarin hroject i in uitvoerinfi i s. Ili,j de be}caling vsin dc
~ie 2.2.2.
5)Zie 1.`?.4 cn ~.-~.2.
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lcasstromen van T~rojeet i moet hiermee dus relcening worclen nehouden,
maar doordat is aanl;enomen dat all e ontvan~~titen en ui i.l!;IVCn s~rur he 1.
eind van een planperiode plaatsvinden, lnuinc~n allc lcas: tromen op
dezelfde wijre in het model worden opRenomen en bchocft vocir de lcati-
stroom van periode ti gecn uitzondcrir:~ te wordel: ;;ema:rkt.
Door het vastlefi~,en van het eventuele t,i.jdstilr van in ni i,voerin~
nemen van pro ject i, het tijdstip ti r ~:ijn ecn aantal vnn de besl i s-
singsvariabelen xt i reeds bij voorbaat ge:letermincerd. Voor alle t ~{.i
.
is xt i per definitie I;elijk aa11 nul, de overi~!e besli:;sin~hvariabc-
~
len Icwuien de waarden nul of éL~n a~~nne~~en afllankeli.jlc van hci. feit
of project i in planperiode t niet dan wel in uitvoerinr; is. Om-
dat ~ti~e een investerinf;sproject ~edefinit'erd lrebben als eei: uctivi-
teit die gedurende een aantal aaneensluitende hlan~~erior'en een stro~~m
van uithaven en~of ontvannsten met zich brenl;t(~~, is het vercler uit-
gesloten dat één }~roject in, uitvoerin~ is ~edrirende ec~n ar;ntnl ur:n-
eensluitende planpcrioclen, er'n nnnt.al perioden ni el, in uitvoerin;r
is, waarna hetzelfde project no~ma,.ls hedurerrde een auntal perioden
in uitvoering is. ITet is wcl mohelijlc dc uitvocriuR v~rn cen l~roject
te stop;~en, maar het onderbrclcen van een l~ro,ject dient tc ~rorclen
gezien als een nieuw project dat, als alternrrticf na.ISl, het doc~r-
lopende }rroject gesteld wordt.
Voor ieder project is nu het volgende stelsel voor-wa:u~den te
fornnrleren:
(3.2~ xt i ~ xtfl ir ' r
(3.3~ xtri - 0
(i-1,...,n;t-t.,t. fl,...,'r-1Íri i
(i-1,...,n;t ~ ti~.
?~'aast deze voorora~rden die per l~ro;ject, gelrlcn, I:unnen ool: cc~n
aantal voorwaarden ge5teld zi,jn r~ellce betrelckin~ lrebhen op eombina-
ties van projecten7~, te wcten:
~ergeli.lk Inleiding en 1.1.1.
7~Zie ook 1.2.~r en ~.3.2.
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1. voorwaarden voortlcomen uit logische relaties;
2. produktie-technische en commerciéle relaties;
3. financiéle voorwaarden.
1Je besprelcen de uitwerlcing vnrr deze voorwaurden nu ncl~terec~nvol-
gens.
3.2.2.2 De logisclie relaties.
In dc verramelin; van mogeliJlce projecten lcan rn~n vrurk een aan i.al
deelverzamelingen ondersclleiden, waarbij tustierr de projecten die tot
een deelverzameling belioren een bepaalde lot;ische rclat,ie liestaat.
4Je onderscheiden de volgende soorten deelvcrzamelin;~en:
a. de verzamelingen van ellca.~r uitsluit,ende projecten;
b. de verzamelingen van com{~lementaire projecten;
c. de verzamelingen van elkaar opvolgende pro,jecLen.
ad a. De verzamelingen van ellcaar uitsluitende Proiecten.
Een voorbeeld van een zodanige verzameling is de verzamelin~
van teclinisch identieke projecten, welke verschillen in hnn moge-
li,jke begintijdstip, en waarvior tevens geldt clat hoofisten één van
deze projecten ti,jdens de planningsperiode ma{; worden uitgevoerd.
Naast deze vorm van uitsluiting lcuru~en er ook nofi ca.ndcre veriame-
lingen van elkaar volledig uitsluitende pro jecten zijn. We stell en dact.
er sl van deze verramelingen ï.ijn en geven deze aan met clc tiymbc~len
~ k(k-1~...~s1). De voorwaarde dat in de planningsPcriode slechi,s
één van de hrojecten uit een verzameling ~k mag worden uitlrcvuerd
luidt dan:
(3.4) ~n xt. i ~ 1 (k-1~...~s1).Ok i~
Naast elkaar volledig uitsluitende pro,jecten ]cunnen cr ook cl-
kaar niet volledig uitsluitende projecten iijn, zoals Projectcn dic
niet gelilktijdig in uitvoering mogcn zijn, maar die wel cllcaars op-
volgers mogen zijn. Een voorbeeld van een zoclanige verzameling is dc
verzameling van ellcaar vervangcnde {~rojccten. 1Je noemen de vcrza-
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melingen, wel}ce niet gelijktijdig in uitvoerin~ mogen zi,jn,~ k
(k-slfl~...~s2~. De voorwaarde dat ten hoogste één project, uit ~k
per planperiode in uitvoerin~! mag zi,jn kan dan worden weergegcven al:~:
~3.5~ i~n ~t i ~ 1 ~t-0,...~T;k-slfl~...~s~~.Ok ' -
ad b. De verzamelingen van com}~lement.aire i~rojecten.
Een project i is complementair ten opzichte van een ander C~ro-
ject j, indien project i slechts dan kan worden uitgevoerd als
project j in uitvoering is of is geweest. De logische relatie tus-
sen complementaire projecten is dus tegengesteld aan de lo~ische rc-
latie tussen elkaar uitsluitende projecten. 1Je definiéren ma de vcr-
zameling ~1 als de verzameling van die projecten welke slechts
uitgevoerd kunnen worden indien tiedurende een a:~ntal planperioden
andere projecten in uitvoering zijn. De verzamcling ~.~1,~ is de vcr-
zameling van die pro,jecten welke slechts uithwoerd 1.linncn worden
indien bepaalde projecten in uitvoering zijn of ri,jn ~eweest. De
voorwaarden,die aan projecten wellce tot deze la,ltste vcr:.amelin~
behoren, gesteld worden r;,jn cius minder stringent dan clie waaraan
voldaan moet worden wil een pro,ject uit de verzameliug .J~1 }ninnen
worden uitgevoerd. Voordat we de bij deze verzamelintien bc}iorende
voorwaarden kunnen formuleren dienen we een aantal andere verzame-
lingen te definiéren.
Voor ieder project i uit de verzamelingen ~1 en ~{2 is een
verzameling .Gi gedefiniéerd, zodanig ~lat ten minste pi i~ro,jecten
uit deze verzameling in uitvoerin~ zi,jn of zijn geweest, wil project
i uitgevoerd mogen worden. De voorwaarden voor de }~ro,ject;en welke
behoren tot de verzameling ~1 kunnen nu worden gesclireven als:
~3.6~ pixt~i - ~~1 xt~k ~. 0 ~ ~i'~1;t-ti,...~tifhiÍr
~raarin hi het aantal planPeri~~den is waarin ten minste ~~i ~~ro jcc-
ten uit,ei gelijkti,jdig met project i in uitvoering moeten iijn.
111
Voor de projecten welkc tot de verzameling ~2 behoren luiden rlc
voor~~~aarden:
~ ~(3.7) Pixtl~i - ~~Di xt ,lc s 0 ( i ~ ~)
ad c. De verzameling van elkaar opvolgende projecf,en.
Fiij de vervanging van duurzame produlctiemidrlelen wordt vaal; een
aaneensluitende keten van produktiemidde]en vereist. '~o'n ]ceten
van Iiroduktiemiddelen kan worden op};evat, als een verramelin{~ van
elkaar opvolgende projecten. De eis die dan ~esi,elcï wordt is rlal
in iedere planperiode precies één van cle projec~.en die tot de ver-
zameling ~ k(k-s2fl,...,s3) behoren in uitvor.ring is. We hebben
ondersteld dat project i, indien liet, op tijdsti}, ti in uitvoerin};
tirordt genomen, voor lret eerst in periode tifl in uitvoeritig is.
Dit houdt in dat gedurende de planningsperiorle, dic eci, len~;te van
T tijdseenheden hecft, moet gelden dat voor iedere lilai,periocle t
waarin geen project in uitvoering wordt };euomen precies éCn be5lis-
singsvariabele xt i(iE~) de waarde 1 moet hebl,cn. Voor die p]an-~
perioden waarin een project i in uitvoering wordl. genomen ~cldt
daarentegen dat naast de beslissingsvariabele xt i no~ één an-~
dere beslissingsvariabele x de waarde één moét. l,el,beir. I)ezcti'J
eisen worden in (3.8),(3.9) en (3.10) wecrgetieven.
(3.8) i~J~k xt i
y 1 (t-0,...,T;lc-s2fl,...,s3)~
r
dit wil zeggen, in iedere planperiode heaft minstens éEn bcslis-
singsvariabele de waarde één.
(3.9) ~~ xt. ? xt. i (
k-s,~fl,...,s3i ~iE ~ )~
k i'~ 1~ k
j~i
dit houdt in dat als een project in uitvoerin;; irorclt fienomen voor




(3.10) ~ (~ x - x ) - T (k-s fl,...,s )~,ii ~k t-0 t,i ti,i 2 3
dit impliceert dat het aantal tijdseenheden waarin er een pro,ject
in uitvoering is gelijk is aan T. Met andere woorden de som van de
levensduren van de projecten is geli,jk aan T tijdseenheden.
Een van de problemen waarbi,j complementariteit op kan treden is
de situatie waarin men een nieuw lrrodukt wil gaan produceren. Tiet
kan dan voorkomen dat de noodzakeli,jke "know how" op diverse manieren
te verkri,jgen is. 1`ien denke aan eigen onderzoek en orit~.~ilc)c"li'1'r,
produktie in licentie, het a~inlcopen va~~ patenten, fusie en over-
name. Ieder van deze activiteiten is te beschouwen ala cen afzon-
derlijk project. Voor het project i: "produceer het nieuwe produlct",
kan nu een verzamelingJ~i worden gedefiniéerd, die best,~cct uit allc
mogeli jke projeeten waardoor de noodzakelíjlce "lcno~a ho~e" ~rordt ver-
kregen. Tussen project: i en de projecten uit ~ lrestaat een comple-i
mentariteitsrelatie. Binnen de verzameling Qi kunnen echter ook weer
complementaire pro,jecten bestaan, evenals elkaar opvol~;ende en el-
kaar uitsluitende projecten. TTet entameren van een nieuw Prc,dtilct
kan dus leiden tot een stelsel voorwaarden van de vorm (3.4) tot
en met ( 3.10).
Tot slot van de bespreking van de logische relaties wijzen we nog
op een oneigenliJ7ce relatie. Er kunnen nameli.jk projecteu zi,jn warir-
van de levensduur bekend is. Noern ~ de verzamelin~ van prrrjecten
met een gegeven levensduur en 1. de levensduiir in tijdseenhedeiii
van project i uit (~, dan geldt:
(3.11)
xtifJ~i - xti,i ( ~i~(~3 j-1~...rli)r
en
(3.12) xt~i - 0 ( ~16 ~; t-tiflitl,...,T).
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Een voorbeeld van een dergelijlc }~roject is het Produceren in licen-
tie, dat kan leiden tot een contract voor een aantal planperioden.
3.2.2.3 Produktie-technische en commerciële voor~r~~arclen.
Deze voorwaarden ontstaan ten gevolge va ~ cle bel~erlcte c~~haciteiten
van Produktiefactoren en markten. `~`e nemen voor ~lezc voort~aarden
aan dat ze als deterministische lineaire voorwa:~rden Miro~en worden
weerge~even, ofwel door middel van het invoeren van een project
"capaciteitsbevordering" als voorwaarde kunnen vervallen. De la:~t-
ste manier veroorzaakt een toename van heL aantal in l~et modcl ol~
te nemen beslissingsvariabelen, waarbij deï.e variabeleri ~een binaire
variabelen behoeven te zijn, maar binnen een beperkt interval continu
kunnen variéren. líet invoeren van dergeli,jkc Trro jecten hce !'t we] is-
waar complicaties voor de oplossingsprocedure voor het model, door-
dat het niet lan~er ~eheeltalli~ maar gemen};d ~el~eelt,alli~ is, maar
de modelstructuur ondergaat hierdoor geen veranderiri~. We onderstel-
len nu dat alle voorwaarden die tot deze cate};orie re5t;rict,ies be-
horen door lineaire relaties ]curuzen worden wecr;;etieven. Dit betelcent
dat zowel de maximale cai~aciteiten als de door de projecten vereis-
te hoeveelheden capaciteit bekend zijn. Ne nemen aan dat er v van deze
lineaire restricties zijn en definiéren de vol~ende constanten:
at i: de maximaal in planperiode t in te ~c~tten hoeveelheid van~
capaciteit i (i-1,...,v;t-0,...,T);
a : de voor de uitvoerinh van project j in hlan1ieriode tt,i,j
vereiste hoeveel}reid van capaciteit i(i-1,...,v;
j-1,...,n;t-~,...,T).
í)e voorwaarde dat van een cai~aciteit niet meer dan de maximaal
beschikbare hoeveelheid in een planperiode kan worden in~ezet luidt:
(3.13) ~ a x L a (i-1,...,v;t-o,...,T).~- t,i,j t,j - t,i
3.2.2.4 De financiëel-technische voorwaarden.
Alhoewel vermogen ook een Produlctiefactor is, lcunnen in een in-
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vesterings-financieringsmodel voor de stochastiac}~e situatie de
liquiditeitsvoorwaarden niet op dezelfde wijze ala de produktie-tech-
nische voorwaarden in het model worden opgenomen. Aangezien de i~ro-
jecten enerzijds vermogen vragen en anderzijds vermogen verstrekken,
terai,jl de hierbij ontstane netto hoeveelheid vermogen een stochastische
grootheid ie~ mag een liquiditeitsvoorwaarde niet zonder meer als
determiniatische voorwaarde worden ingevoerd. Slechts onder aanname
van een aantal onderatellingen kunnen deze in wezen stochastiyche
voorwaarden tot deterministische voorwaarden worden herleid.
Teneinde de liquiditeitspositie van de onderneming te kunnen be-
schrijven voeren we het begrip lir~uiditeit in. Deze liquiditeit is
een stochastische variabele met als uitkomatenruimte de gehele re-
ele getallenrechte. Indien de lic~uiditeit op een bepaald t~jdatip
positief is dan wil dat zeggen dat er een overschot aan liquide
middelen is~ rrelke liquide middelen gedurende de volgende plan-
periode belegd kunnen worden. Is daarentegen de lic~uiditeit op een
bepaald tijdstip negatief dan moet op dat moment kort vermogen worden
aangetrokken. Door middel van het begrip lic~uiditeit wordt dus aan-
gegeven of inen kort vermogen aan moet trekken dan wel in kort ver-
mogen kan beleggen.
We definiéren nu de volgende grootheden:
o,t i: de netto-ontvang~sten uit project i op tijdatip t indien~
project i op tijdstip t in uitvoering is;
,r~ i : de restwaarde van pro ject i op ti,jdstip t;r
wt i: de toename van de waarde vaat de onderneminh in planpe-.
riode t tengevolge v~.n project i, indien dit i~roject in
uitvoering is;
b : de beschikbare liquiditeit aan het begin van de plamtings-
periode;
bt ' de door de portefeuille gegenereerde li~-uiditeit op
tijdstip t.
De toename van de waarde van de onderneming in planperiode t ten-
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gevolge van de nitvoering van project i is:
(3.14) ~t i ~ ot i } ?'t i - ~-1 i (is1,...,n;tatitl,...,T)~~ ~ . ~
(3.15) w ~ o f r ( i31,....n)r
(3.16)
-t, i --ti, i -ti, i
p~~'i~p~ ~ 1 (ial,...,n;t ~ ti).
De beachikbare liquiditeit8) op tijdatip t, b,t, is geli~lc aan de
beachikbare liqniditeit op ti,jdatip t-1, vermeerdert met de toena-
me van de waarde van de portefenille in planperiode t en vermin-
dert met de op tijdatip t nog niet gerealieeerde reatwaarde van de
in nitvoering zijnde projecten. In formulevorm wordt dit:
n n
(3.17) bt ~ ~,1 } i1 Wt,iXt,i - ~ rt,iztfl,i (
tao,....T).
waarbij geldt dat:
(3.18) P~b -1 ~ b~ ~ 1
en
(3.19) XTtl,i ~ o (iol,...,n).
De nitdrakking ( 3.17) is te herachri,jven tot:
t ~,~, n
(3.20) bt - b } ~ ~ wj~ixJri - lal ~~iZtfl,i (
t~0,...,T).
Loals hieruit blijkt ia bt de'som van een aantal atochasten met een
eindige variantie9), zodat we de verwachting en variantie van bt
8 Ko~ahalve noemen we ,b~ in het vervolg de beachikbare liquidi-
teit, alhoewel deze term niet volledig correct is, omdat de opbreng-
sten en kosten van kort vermogen in deze definitie buiten beacliou-
wing bli,jvea.
9)`Lowel de netto-ontvangaten als de restwaarden bezitten een eindiRe
variantie, omdat de uitkomstenraimte, waarop hun verdeling gedefi-
niëerd is, begrenad is.
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kunnen uitdrukl~en in de verwachtin~swaarden, varianties en covarian-
ties van de netto-ontvan~sten uit en de restwaarden van de mo,;elijke
projecten in de plannin~speriode. We definiéren hiertoe:
(3.21) X~t - ( xt~l,...~xt~n);
(3.22) F~~i -rt~i;
(3.23) ~~ i - Yt il. ~
(3.24) M't - (~t~l,...,~t~n);
(3.25) N't - (Yt~1,...,Yt~n);
(3.26) cov(b,t~i,,b~~ j) - st~k~i~ j;
(3.27) cov(rt~i',r~{,j) - vt,k;1,J'
(3.28) cov(bt~i,rk~j) - ut~k~i~J'
;(3.29) 'Jt k - St k~ir ~ ~ ~J
(3.3~) V t~k - vt~k;i,j '
en
(3.31) ~t,lc - ut,lc;i, j '
In de hierbovenstaande forrmxles geldt dat de indices t en k de waar-
den 0,1,...,T en de indices i en j de waarclen ],2,...,n doorloPen.
De verwachting van bt is nu te sclrrijven als:
~3.32) ~~ - b f~o ri' x. - N'tXtf1 ( t-~,...,T)~J- j J
terwijl de variantie van de liquiditeit op ti,jclstip t te schri,jvcn is al:c
t ~
( 3. 33 ) ~2(~) -~~ h-o x' ~~~1,~, - 2~c' j~ ~ tYtfl } X~ tfl~t, tXtfl
(t-0,...,T).
11?
Zich beroepend op het centrale limiet theorema neemt men gewoon-
lijlc aan dat de bt's, de som van een groot arrntal stochastische vari-
abelen met eindige varianties, bij benadering normarsl verdeeld ï,ijnl0~
I3ij de uitwer}cing van de financierintisvoorwaarden zullr.n we ons
in eerste instantie beperken tot een systecm waarvoor de volgende
onderstellinger~ gelden:
a. De maximaal aanwezige hoeveelheid )cort vreemd vermogen, qt,
is voor alle planperioden exogeen, dat wil zeggeci bui tcn Iret
systeem bepaald.
b. Buiten de als projecten in het model opgenomen mogeli~7cheden
tot het aantrekken van lang vreemd of ei~;en vermofien zijn er
in de planningsperiode geen andere mogelijkheden.
c. Naast de als projecten in het model opgenomen beleg;~ingsmoge-
lijkheden is er de mogelijkheid onbeperkt liquicle middelen als
kort vermogen uit te zetten.
d. Voor kort vermogen is de vermogensopbrengstenvoet geli,l7c aan
de vermogenskostenvoet en wel in planperiode t gelijk aan P t.
e. De op tijdstip t beschikbare liquiditeit b~ is een stochastische
variabele met een normale waarschi,jnlijkheidsverdelii~.
f. Voor iedere planperiode is de maximaal te accepteren kans op
illiquiditeit gegeven.
Uitgaande van d.eze onderstellingen formuleren we nu de liquidi-
teitsvoorwaarde voor ieder van de planper~ioden. Noem dt c}e werl:eli,jlc
aarnrezige hoeveelheid lcort vrcemd vermogen op tijdstip t, ~ t cle maxi-
maal te accepteren kans op illiquiditeit in planperiode t. A1en acceT~-
teert dus hoogstens een kans van 100.d procent dat de np ti,jdstil~ t
gevraagde hoeveelheid vermogen grater is dan het tot,tal van de op
tijdstip t ter besc}~ikking komende hoeveelheid vermogen. 1`1en accep-
teert voor iedere planperiode dus een lcans dat men in li~uiditeits-
10
Zie r. S.IIILLIIIt, The evaluation of risky interrelated investrnents,
North-Ilolland I~zblishing Comlrany, Amsterdam, blz. `?~r e.v..
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moeili~lcheden kol}t. Indien men op ti,jdstiP t illir~uidc worclt dan moet
men van de oplossing van het moclel afwi,jkende ad hoc maatregelen Lref-
fen. Deze lcunnen hierin bestazn clat men ofwel één o F meer Pro,jecten
die men op tijdstip t in uitvoering zou nemen niei, in uit,voerinF; neemL,
ofwel één of mcer van de in uitvoering zijnde projeci,en afbreckt,of-
wel tegen niet gespecificeerde kosten vermogen aantrekt. Indien deze
ad hoc maatregelen niet mogelijk zijn dan impliceert het acceliteren
van een kans op illiquiditeit dat men een bepaalde waznc~h:.;nli,jlctreid
op faillisement accepteert.
Een totaal andere wijze van benaderinA van het, financieringalrro-
bleem is dat men van begin af aan de kosten (o~~bren;rsLen) van het
aantrelcl;en (beleggen) van kort vermogen in het modcl incorl~oreert,
zonder dat hieraan grenzen zijn gesteld. Op deze wi,jze vfin henaderi ng
zal in het verdere verloop van dit hoofdstuk no~; iaitvoerig worcien
teruggekomen.
We keren nu terug naar de modelvorm waarin de financierin~;svoor-
waarden als kansvoorwaarden worden gefntroduceerd. De kans oP illi-
duiditeit vertoont een zeer grote overeenlcomst met het in de voor-
raadtheorie gehanteerde begrip lcans op neen-verkopen. 7,oals we later
in deze paragraaf zullen zien~ zijn de voo~ en nadelen van het har~
tE~ren van het begrip kana op illiquiditeit te verueli,jlcen met clie
van het hanteren van de kans op neen-verlcopen (ook wel aangeduid
als 1-servicegraad). Ook het financieringshrohleem is te he:~c;hou-
wen als een voorraadprobleem.
De licluiditeitavoorwaarde:
de kans dat de beac}rikbare lroeveelheid licluide middelen in
planperiode t negatief is mag maximaal geli,jk zi,jn aan. o~t,
is te schrijven als:
t
~3.34) P~,b~ -~~jdj t dt ~ O J ~ at ( t-0,...~T)~
waarbij voor de a, nwezige hoeveelheicl ]cort vermogen n,oet gelden:
(3.35) dt ~ ~t (t-o,...,T).
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Opgemerkt moet worden dat indien dt positief is dit betclcent
dat een hoeveelheid dt aan lcort vermogen moet, worden aangetrokken
met als kostenrtdt, terwi,jl indien dt negatief is ee~~ hoeveelheid
-dt aan kort vermogen moet worden belegd met als opbrengstPtdt.
Aangezien bt een normaa] verdeelde stochast.itichc~ r~roothei~i is,
lcan (3.34) worden herschreven tot:
(3 .3~) E~ f 3a~(~) -~ P~dj f clt ~ 0 (t-0t.. .,T),
t
waarin ~ het 100oltde percentiel is van de nestandaardiseerde nor-at
male verdeling.
Deze licluiditeitsvoorwaarden lrnnnen o}~ eenvotidi~e wi`jze worden
uitgebreid voor het geval er meerdere soorten vermogen zi,jn (vert~e-
lijlc 1.2.4). In 3.~.3 komen we nader terug op de li~~uidi t.ci tsres-
trictie en de mogeli,jkheid deze met behulp van een lcostenfunctiell)
volledig in de doelfunctie op te nemen.
De voorwaarden wellce in een investerings-financieringsmodel lcun-
nen worden gesteld zijn nu als volgt samen te vatten:
(3.37) Xt,i á Xtfl,i
(3.38) ~ X ; 1i~~ ti, i
(3.39) ciF k xt, i- 1





t 0 ( ~i6~;t-ti,...,tifhi)1
Vergeli~k de in de voorraadtheorie gehanteerde begripl~en kosten
van neen-verlcoop en lcosten van naleveren. Deze beide Legripl~en
hebben hun evenbeeld in de investerings-financieringsselectie,
nameli,lk de kosten van het stoppen van een project en de ko~ten
van het aantrelclcen van extra lcort vermogen.
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(3.1i1) Pixtl~i - J~,Ci
xtJ~ j z 0
(3.1f2) iE (t~ Xt' i - x~ 'i) - T
~ 1
(3.113)
3~1c xti ~ J~ xti ~ i
j~i
(3.'i4) ~ ~iE~ xt,i - 1
1 )3.~5 Xtl}j~i - xtl~i
n
(3.46)
J- at~irJxt~J ' atrl
t
(3.1~7) ~~ t~aG'(~) -~ jdj f dt ~ 0
t






(k-s:,f1, . . . , s3 ) ~
( ~ie~ 'ic-s~~t1,...,5.~)~k `
(t-0~ . . .,T;lc-s4t1,..., 5.,),
~
In de bovenst.~ande voorwaarden is aanfianomen d~,t al l c 1,e51 i s::ings-
variabelen binair zijn. Door (3.tr8) te ~rijzificn en voor cc~n aanl,al bc-
alissingsvariabelen toe te staan dat ze op een interval coni.inu vari-
eren wordt het gegeven stelsel voorwaarden, dat ~le tocgclaten }1C911s-
singsruimte van het investerings-financicringsmodel vastlegt, een
stelsel voorwar~rden in een gemengd geheeltallig optimaliscringsn,odel.
Ten aanzien van de produktie-technische voorwaarden (3.1,f~) is reeds
gesteld dat deze in wezer, stochastische voc~rwaar~'en zijn. Í~e ~ouden
op eenzelfde wijze als de liquiditeitsvoorwaarden in l~et mociel kun-
nen worden oP};enomen. Dit houdt echi,er een zodanige uithreidinfi v„n
het beslissingsmodel in dat ons dit in eer:-te instantie niet zinvol
li~7ct, temeer daar door eeu gevoeligheidsanalyse ririme informatie ltan
~.iorden verkreóen.
3.2.3 De te hanteren doelfunctie, een herformulerinti van het
f'~i na~~e i eri i~~svraaestu}c.
~~fe streven in hci; ~~lanningsmodel naar maximzlisat,ie van clc cincl-
waarde van de onderneminti bij gegeven plznhorizon. TevenS is onder-
steld clat deze eindwaarde een functie is van de lcrrsstro~m vai, de
onderneniing in de planningsperiode. 'I,oals steeds versta:~n we ~nder
de kasstroom van de onderneminh het verschil tu:~~en dc in- en uitr
gaande geldstroom ~;edurende de planningspcriode. Aannezicn we in
het te beshreken model onderstellen clai; de levensduur van cle Pro,jec-
ten niet bekend is maar binnen het model moct worden bepaald, dient
expliciet met de restwaarde van de projecten op de ; ~lar~lcorizon re-
]cening te worden gehouden. In de vorige hoofdstukkcn hchbcn we :~teeds
aangenomen dat de levensduur van cle projeci,en bekencl i5, zodat cle
restwaarde expliciet in de ]casstroom van cle laatste planperiode,
waarin het project in uitvoerin~ is, tot uitin~; komt.
De kasstroom van project i in planperiocle t is gedefini~ercl als:
(3.~1) wt~ixt~i - (~~i f rt,i - rt-l,i)xt,i (
i-1,...,n;t-(1,...,`C).
De kasstroom van de ondernemin~ in de Planningsheriocle c-~ is dan tc
schrijven als:
T n
(3.52) W - ~D(~ ~~ixt~i - Ptdt).
~oals we in ".3.2 hebben gezien is voor }ret investerin;!s-finati-
cieringsprobleem lcet E-V-beslissingsl~rincipe een te accepteren rrin-
cipe. Als modelforrrrulering geeft dit dan:
12)minimaliseer voor alle positieve i~
(3.53) ~2(~~) -i1~w
onder de voorwaarden (3.3?) tot en met (3,5~).
12 ~ie 2.3.`?.
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~~e generaliseren nu het hierboven geforrmileerde investcrin~;s-
financieringsmodel tot de situatie waarin er vcrschc~i~lene Icorte
termijn vermogens- en beleggingsmol;eli,jlchedeic zi,jnl3), tL'e definiëren
d~iartoe de volgend.e grootlieden:
nt k : het bedrag van vermogenssoort k clat oP t~,jdsi,ih t maxi-r
maal aamrezig mag zijn, (k-1, . . . ,iil ; t-0, . . . ~ T) ;
qt lc ~
het maximale bedrag dat oP tijdstil~ t in bclegnin;;ssoort k~
belegd mag zijn, ( k-u1f1,...,u;t-0,...,7');
I t,k ' de uitgaven14) vnor (ontvangsten uit) één ~ilden van ver-
mogenssoort k(beleggin~smogelijlcheid k) clie or ti,jdstiP t
ter beschiklcing (belegd) is, (k-1,...,u;t-f1,...,T);
dt k: de werkelijk aanwezige ( belefide) hoeveelheicl von vcrmo-~
genssoort k(beleggingsmogeli,jl~hcid lc) oh tijd:ctiP t,
(k-1,...,u;t-0,...~T);
~ : de matrix van beslissii~svariabelcn, die a,cngecft wellce
Projecten in welke planperiode worden uitgevoerd, iodat
geldt:
(3.54) ~ - ~ Xo ,~ ~ . . . ~ )C,j,~ 1
w(~) : de kasstroom van cle onderneming in de Planninfisl~eriocle
als functie van de uit te voeren l,ortcfeuille ~.
De kasstroom van de onderneming in de Planningslreriode w(í1') is
dan te schrijven als ( vergeli~7{ 3.5~) : -
T u
(3.55) w(~) - ~~ ~ w x - ~p d f ~ d ~i-1 -t,i t~i k-11 t,k t~k lc-ulfl~t,k t~lc '
1~1ie ook 2.3.2.
14)We onderstellen dat de uit;;aven (ontvan;Ysten) Plaatsvinden aaic
het eind van de l~lanperiode waarin men over de gelcimiddelen lie-
schikt. Tevens nemen we aan dat de geldmiddelen waarover meri aan
het eind van de planperiode beschikt gedurende deze planperiode
aanwezig zijn.
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waarin wt i~e~even wordt door rle formules (3.1h),(3.15) en (3.1(i).~
We voeren nu het symbool wt in, waarvoor ~elclt:
(3.56)
n
~-t - i1 wt, iXt, i
(t-0,...,T).
i`fu ]can ( 3.55) worden herschreven tot:
u
r ~ ~ ~ p ~(3.~7) W( ) -(t-p ~ - Ic-1 I t,kdt,k } k-ulfl ~t,lcdt,lc).
`Loals in TIoofdstulc 2 is t;esteld behoort de ol~timale
invesl-eri~~~s-
portefeuille, die corresPodeert met cle ma~i.male waarcle
va~~ rle onder-
neminf; op de planhorizon, tot de veriamelin~~ vaur ef
ficiénte horte-
feuilles indien voldaan is aan de volgende onder5tellin~en:
1. De beslisser handelt rationeel.
2. De beslisser ~edraa~t zich als een ritiicomijder.
3. De "nutsfunct,ie" van de beslisser is een cont.inu differen{.i-
eerbare functie, wellce aan de voorwaarden voor de reeksont-
wikkelin~ varr Taylor voldoet.
4. De ~rootheid w(~ ) heeft een lcansverclelin~ clie voor
ieclere
tot eenzelfde (~,~)-lclasse va.n verdelinren behoort.
Onderstelling 1 is het uit;~anrsl~unt van dere studie, rocl:ct,
hiernlc
niet verder behoeft te worden infie~aan. In 2.3 is
aannernelijlc ~emaalct,
dat de onderstellinhen 2 en 3 voor invest,crinfis-i'inancierinT;al~ro-
blemen te accepteren zijn. Aan on~lerstellin~ h is
sleclit.s h~i benadc-
rinb voldaan, alhoewel het niet aannemeli.jk li.jkt
dat hi.j een ;~root,
aantal investerin?spro,jecten15) de onderstellin~ ~Isrt,
clc lcastil,roo~,~




Indien aan ~le hierbovengenoemde onderstellin~en is volclaan dan
is het E-V-beslissinfisPrincihe hantecrbaar. Dit imlrliceert dnt c}e
15
liet betreft hier de kasstroom van alle in de
hlannirrfisl~eriodc:
binnen de onderneming in uitvoerin~ zijnde lrrojecten, dus dc
nieuw te starten lrro jecten én de oude ~ro.jc~cten.
16)Dit vanwe~e de werkin~ van het centrale limiet theorema.
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verzameling van efficiénte portefeiiilles dient te wor~len Lepaaldl7).
Iiiertoe is het noodzalceli.jk de verwachting en variantie van de kasstrc~om
w(~) te kennen als functie van de beslissinl~svariabelen xt i en dt lc.- , ,
De verwachting van w('~ ) is gelijk aan:
- u
(3.58) ~ w(óe) - ~(M'tXt - ]c-1 ~t,kdt,k } k--l, }1 ~f,,tcdt,k)'
1
Voor de variantie van w( ~) geldt:
(3.59)
T T
~2(w(~)) - t-~ ~ Xct~t~k-Zc 18)
De verwer):ing van de financierinhskosten . en cle belegringsol~-
brengsten in het investerings-financieringsmodel heeft, ook invloed
op de liquiditeitsvoorwaarden (3.fi7). De maximale hescLilcbaar?iei~ls-
voorwaarden:
de werkelijk beschikbare (belefide) hoeveelheid van vermogenssoort
(beleggingsmogeli.}kheid) k mag niet groter zi,jn dan de maximaal hc-
schikbare (t! beleggen) hoeveelheid,
worden nu:
(3.~0) dt lc ~ ~t k
(t~o~...~T;lc-1,...~ii),
, r
De li~~uiditeitsvoorwaarden (3.~r7) wijzigen nu tot:
uC u d ) }
(3.61) ~a~(bt) f C~ f~( lc-~ll,j,kdj~k - 1c-1~J~lc j,lc
t 1
} k-1dt k- k-u fldt k s-b (t-0,...,T).' 1 '
Het bepalen van de verzameling van efficiénte investerings-
financieringsportefeuilles is mi het oplossen van het wi5kunditie
optimaliseringsprobleem:
minimaliseer voor alle positieve waarden van
(3.62) ~`"(w(~)) - ~~w(~)
onder de voorwaarden (3.37) tot en met (3.~~6), (3.~~8), (3.~~`1),
(3.5~), (3.6~) en (3.G1).
17~Vergeli,llc 2.2.2.
18)Vergeli,jk ook (3.32) eri (3.33).
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lIet bovenstaande model is een gemengd nict-]ineair I~aramctrisch
optimaliseringsr,iodel. I[et rnodel lcomt in de bovenstaancle vorm niet
als beslissin.~smodel in aanmerlcir~ aarrgezien liel, rowel vanwedc dc
omvar?~ als vanwege de complexiteit niet binnerr redeli,jlce l;renzen met
de huidi~e of in de naaste toekomst te ontwilcl:elen altioritmiek en
rekencapaciteit kan worden opgelost op een economisch verantwoorde
wijze. Naast ~?it bezwaar van pragmatische aarcl, waarol, we in ~.3
nog nacler teru~lcomen, bestaan er ook een aantal tlieoretisehe liezwa-
ren ten aanzien van ~ie fiekozen modelvorm. Deze richten ricl~ voorna-
melijlc tetien het feit dat het li~;uiditeitsprnbleem in de vorm vcur
kansvoorwaarden is verwerkt. 1lierdoor wordt in iedere I~laril~crio~le
met een bepaalde kans aan ~le liquiditeitseis voldaan, w::ar~loor gcldt
dat voor de totale Plannirrgsperiode aan een veel strin~;crrtere cis
is voldaan19~. Een nadere specifica(.ie is ~~ict te tieven, a::n~czicn
de liquiditeiten in de opeenvolgende perioclen een grote stochastisc)re
afhankeli,lcheid vertonen. IIet reeds gesignaleerde problcem clat door
deze vorm van de li~luiditeitsvoorwaarden in ~eval van illi~luicliteit
ad hoc maatregelen benomen moeten worden veroorzaalct instabiliteiten
in de uit het model voortvloeiende beslissirr~salternatieven. De oli
deze wijze berel.ende verzamelin~ van efficiénte portefcuilles hclweft
niet langer de met het probleem corresponderende verzr~rneling van ef-
ficiénte portefeuilles te zijn, zodat de oPtimale portefeuille buiten
de berel{ende verzamelin~ van efficiënte porteteuilles lcan vallen.
19 Door voor iedere planperiode afzonderli,jlc de eis tc stellPn clat
de kans op illiquiditeit niet groter mag zijn dan een bepaalde
waarde wordt bereikt dat de gemiddel de kans per ti,j~)aeenheirl
een veel kleinere waarde aanneemt. Dit problcem ontstaat bi,j allc
voorraadmodellen waarin het be~rilr servicegraad wordt f;chiinteerd.
Vergeli,k hierbij de literatuur betreffende voorraadl~robl emen, bi,j-
voorbeeld:
G.HAD9LEY~T.M.WHITIN~ Analyaie of inventory systema, I'rentice-Hall,
Inc.,Englewood Cliffs,1963,b1z. 217.
R.N. VAN 1~E5,W.MOIVHErfIU5, I~roduktiebesturing en voorraadbeheer,
E.Klnwer~Deventer,1970, blz. 283.
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Tot nu toe is aannenomen dat de aan te trekken of te beleggen
hoeveelheid kort vermogen als deterministische grootheid bepaald
lcan worden. De grootheden dt 1c zijn als deterministisehe grootheden~
in het model geTntroduceerd. De aail te trekken of te beleggen hoe-
veelheicí vermogen is echter het resultaat van een stochastisch pro-
ces. Een betere wijze van benadering van }~et liquiditeitsprobleem
is dan ook de liquiditeitseis te formuleren als:
op ieder tijdstip moeten volcíocnde liquide midc?elen worden aan-
getrokken opdat aan de behoefte aan liquide middelen voldaan
kan worden.
Door de herformulering vervallen de liquiditeitsvoorwaarden (3.61),
maar dienen de opbrengsten van dit aantreklcen en~of beleggen als
stochastische grootheid in de doelfunctie te worden opgenomen.
}Iierdoor ondergaat (3.55) een wijziging. In het algemeen kan worden
geSegd dat de "opbrengst" van de liquide middelen een funetie is van
de hoeveelheid liquide middelen.
Noem:
pt(b,t) : de opbrengat op tijdstip t van de op dat tijdstip be-
schikbare liquiditeit (t-0,...,T).
De kasstroom w(x) van de onderneming in de planningsperiode is
dan:
T
(3.63) w(`êC) - p(~ f Pt(~))r
waarin
t n
(3.64) bt - ~ ~,.j - ~ rt,iXtfl,i ( t-~,...,T).
Als b,~ - bt dan onderstellen we dat de kostenfunctie pt(bt) be-
naderd kan worden door:
(3.65) Pt(bt) -d bt t~ btr
waarin al ~ 0, r3 ~ 0 enl~ ~-1 ~ L~ 1.
Deze kostenfunctie benadert de werlceli~lce kostenfunctie slechts op
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een beperkt interval. Daar de oj~brengst van cle lic~uicliteit toeneemt
naarmate de hoeveelheid liquide middelen toeneemt, zal op liet be-
treffende interval de opbrengstenfunctie een stijgende functie moeten
zijn, zodat ~; 0 moet zijn. De grootte van het interval waaro}~ de be-
schreven functie stijgt wordt bepaald door cle ver}iouclinT; van a en (3 .
Dit houdt in dat ~2pa-1~ veel kleiner dan één moet zijn omdat anders
het betreffende intlerval veel te beperkt zou zijn.
Door deze aanname geldt dat de opbrengst van de liquiditeit een
concave kwadratische functie van de liquiciiteit is, ofwel de marfii-
nale opbrengst van de liquiditeit is ecn lineaire functie. ~oals
duidelijk zal zijn kan deze functie niet mecr dan een redeli,jke bena-
dering van de werkelijk te constateren marfiinale opbrengstfunctie
zijn, die veeleer de gedaante van een trapfunctie zal hel,l~en. In
(3.G5) onderstellen we tevens dat de marginale opbren~st onnf}iruilce-
lijk van de tijd is. Deze onderstelling is niet essentieel, omdat cle
hierna volgende afleidingen ook gemakkeli,k te qeven ri,jn indien geldt:
(3.66) pt(bt) - atbt f ~3tbt.
We onderstellen dat w(~) voor iedere ~ tot eenzelfde (~,v')-
klasse van verdelingen behoort2~), zodat ook hier het 1~;-V-beslis-
singsprincipe mag worden toegepast. TTiertoe moeten cle verwachtinl;
en de variantie van w(é~) te bepalen zijn als functie van de lieslis-
singsvariabelen xt i. We voeren nu cle volgende symbolcn in:~
(3.67)
[ n




(3.68) cov(w ,w )- cov(~ w x ,~ w )-t -k i- -t,i t,i ~- -k,J~~J
~ 7~
- Xt , k-~lc
20~Voor de aannemeli~7cheid van deze onclerstelling verwi,jzen we na:~r





- ~ X' ~ ~ - X' ~,( 7~(3.6~) cov(~~,b~)
h-O t t,h~ h t, t,lc-lcfl
- ct~k.
De definitievertieli,jlcin~ van de t,otalc lcasst.rc~c~m v1n ~Ic ornlcrnc-
ming is nu:
(3.70) w(~ )- t-~(wt f ot b~
De verirachtinti van clezc totale Icasstroom is
(3.71) C ~r(~) -~(t~(~~ fd~ t~,b~))
T C ,~
- ~(~~~ fa~t~ f pG~)r
zoclat
T
(3.72) ~ W( x) - ~o(At } ~~( a f~~~)
Voor de variantie
(3.73) ~?(w(~ ) )





-a-2(~ wt fd l~ f p~)
T j"
~
- t-o k-0(~t,lc } act,lc }
~
f 2al~cov(bt,~c)
De variantie van de totale kasstroom is nit te
van de beslissinfisvariabelen en de eerste twee
o F,
a cov(bt,l~) t "~cciv(c~,l~{) f
f (~~cov(bf,~t)).
drtilckcn als funct.i~
momenten van dc Icas-
stromen van de afzonderlijke prajecten indien we onderstellen dat clr
variabelen b~ simultaan normaal verdeeld zi,jn. Na enig rclcemrerk
(zie apj~endix 3.1) vol~t dan dat de variantie van cle totalc ]casstroom
van de onderneming te schrijven is als:
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(3.7~;) ~2(W( ~) ) - ~ lÓ(~,k } (2 d} ~cf--~c)ct~k
f
~2 2 `'
f (? t ~ t ~~~~hlc}4Í3 ~??t~~c)vt~l~)r
waarin
(3.75) vt k - cov(bt~~).
~
Aangezien een covariantie een twcedegraads en een verwaclrt,in~ een
eerstegraadsfunctie van zi,jn artument is, geldt dat dc variantic van
de kasstroom van de onderneminb een vierdegraads firncLie in dc be-
slissingsvariabelen is.
3.2.4 Samenvatting van lret uiteindelijlce theoretische moclErl
I3ij cle :formulering van ons theoretisch moclel zi,jn we ui i,l;egaln vrin
de volgencle onderstellingen:
1. De beslisser handelt rationeel.
2. De beslisser fiedraagt zich als een risicomijder.
3. De "nutafunctie" is een continu differentiëerbarc functie,
die aan de voor~raarden voor de reeksont~:-ilclceling van Taylor
voldoet.
4. De produlctie-technische en commerciéle voorwaardcn clic aan
de onderneurin~~ zijn oFgelegd lcunnen met behulp van determini5tische
lineaire relaties worden weerge;even.
5. Ten aanzien van de voorziening in de liquiditeitslichc~efte van
de onderneming worclL ondersteld dat aan deze behocfte op ieder
moment kan worden voldaan en dat de "4pbren~st" van deic liclui-
diteit een kwadratische functie is van de vereiste hoevicelhcid
liquiditeit.
6. Ten aanzien van de kasstroom in cen planperioc}e wt worclt on-
dersteld dat deze symmetrisch verdeeld is~ terwijl de liclui-
diteiten bt simultaan normaal verdeeld zi,jn.
7. De kasstroom van de ondernerning w(~) heel't een kansvcrdeling
die voor iedere x tot eenzclfde (~,~)-lclasse van vcrdelinl;en
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behoort.
Uitgaande van deze onderstellirrgen Ican het i~.-V-beslissin~s-
princiTre worden toegepast. Teneinde de verzamel in,T varr ef ficiL~nte
portefeuilles te belralen moet clan een wislcunditi oTrtimalitierin;rs-
proUleem worden opgelost. I)it luidt
minimaliseer voor alle positieve waarden van i1
(3.7~) Q'2(w(~)) -~CW(~).
onder de voorwaarden (3.37) tot en met (3.i~(~),(3.~i8),(3.~~~) en
(3.50), waarbi.l C(w( ~)) ~et,even irordt door (3.72) en fT~(w(x ))
door (3.71f).
TTet hier geformuleerde model is een convex`1) t;ehceltrrllifi ol~ti-
maliseringsmodel. T~rojecten waarvan de niveaus van uitvoerir~ con-
tinu lnurnen variëren lnuuien oF zeer eenvouclihe wijze in Iret model
worden opgenanen door de ;ehceltalligheidseis voor de Letroldcen
variabelen te vervan~eu door een niet-negativiteitseis. ~ii, ondcr
de voorwaarde cjat de kasstroom van het liro ject rech i,everrredi~ i:~
met het niveau waaroh dit pro ject wordt uitt;evoerd. rret rnoclel ~rordt
dan een gemengd convex oTrtimaliseringsmoclel. Iu het vcrdere bei,ooti
zullen we deze extra comPlicatie buiten beschotrwing laLen.
In 3.3 geven we een aanzeL tot een mogeli.jlce orilo: sirr~s~~rcrceclure
voor het bovenstaande model. I)eze hrocedure zal heuristsich v,in aarrl
zijn, aangezien bij de huidige stand van de optimaliseringsalgori.tmielc
een directe oplossirrg van het model voor een mct de werkelijlchcid
overeenlcomende probleemgrootte niet mogelijlc is.
21~Ten aanzien van de verwachtirrg van de kasstroom geldt clat dit
de som is van een aantal lineaire en een aantal concave krradrat,i:,cl,e
functies, zodatC ( w(~)) een concave functie is. I)aar een vari-
antie steeds een convexe functie is geldt dat de gewot;en som van
de verwachti~ en de v.riantie voor iedere positieve Í1 een con-
vexe functie in de beslissingsvariabelen is.
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Tot slot van de~e ~~ara,~rlaf een icorte o~nnerlcin;~ omtrent (le ver-
werkii~ van rle o~brentist v;~.n linuidi teit. lncli(~n ~~c lannemen dait.
voor ie(iere hlanl~eriode geldt dat de kastitroom ttormru~l v(~rdeeld iti~
dan kan de opbren,ntiL van de li~~uidii,eit als funci,ie van de bc5lis-
singsvariabelen, de verwachtin~en eu varianties v;in ile katisLror~en
worden weerre;~even als de opbren~stfi~nctie een holynoom in 1~ is.
Onderstellir~ 5 1;an clus sterlc rrorden af1,Clwill;t.
3.3 Aanzet tot een heuriatische oPlosSingsi~rocedure.
l;en investerings-financieringaselectiemodel dient antwoord te Re-
ven op de volgende vragen:
Welke nieuwe projecten moeten in uitvoering worden lqenomen?
Welke lopende projecten moeten worden gestopt?
Welke vermogensaoorten moeten worden sangetrokken?
Hoe moet in de behoefte aan liquide middel en worden voorzien?
Uitgsande van een rationeel gedrag, zoala in 1.3.1 gedefiniéerd,
en van de in 2.2.1 vermelde onderstellingen ten aanzien van het be-
aliasingsayateem, geeft de oploaeing van het in de vorige paragraaf
ontwikkelde model een antwoord op de geatelde vragen, in zoverre dat
de verzameling van mogeli,7ce keuzen wordt teraggebracht tot een klei-
nere verzameling van alternatieven. Hoe binnen deze kleinere verza.-
meling de uiteindeli,yke kenze geachiedt ia afhankel~jk van de apeci-
fieke vorm van de ~referentiefunctioneal die door de bealisaer ~rordt
gehanteerd. Doordat de dimensie van het kenzeprobleem aanzienlijk is
verkleind~ is de specificatie van de preferentiefunctíonaal eenvoudiAer
geworden. We gaan niet nader in op dit nog ateeda moeil~jke specifica-
tieprobleem. We merken hierb~j op dat,indien het aantal efficiénte al-
ternatieven klein ia op directe wijze de preferentierelatiea tusaen
deze alternatieven door de bealisser kunnen worden bepaald.
Het in 3.2.4 beschreven model voldoet, indien het oploabaar is,
aan de aan een beslisaingavoorbereidingsmodel te stellen eiaen. In
practicis z~jn echter aan dit model een drietal categorieén l~ezwaren
verbonden:
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A. Een nnmerieke oplossing van het model is voor een investerings-
financieringsprobleem van reéle omvang bij de huidige stand van
de algoritmiek en de rekencapacit.eit niet mogeli,ylc.
B. De informatie, die voor de formulering van het model noodzake-
li~c is, kan binnen de in gebrnik zijnde informatiesystemen niet
direct in de gewenste vorm worden verkregen ( vergeli~lc 2.3.3
voor de te onderscheiden informatieaoorten~.
C. De planhorizon van het model is niet expliciet te bepalen.
Om aan de onder B en C geformaleerde bezwaren tegemoet te komen,
is het onder andere noodzakelitjk een informatiesystpem te ontWikkelen
dat voor alle projecten de verwachting, de variantie en de covarian-
ties van de kasatromen in de planperioden verschaft ( zie ook 2.3.3 ~.
Het ontwikkelen van een dergeli,~k iníormatiesysteem valt buiten het
kader van deze studie, temeer omdat voor iedere specifieke bedrijfs-
situatie een andere vorm van het informatiesysteem vereist zal zijn,
zodat geen algemeen geldend systeem kan worden ontworpen. De kenze
va,n de planhorizon hangt onder meer zodanig nauw samen met de bescliik-
baarheid van informatie, dat Mre aannemen dat deze op basis van de
ervaring, die door de beslisser in het verleden i s opgedaan, kan wor-
den vastgesteld. Deze keuze zal dns een vrij arbitrair karakter hebben.
In deze paragraaf zal getracht worden tegemoet te komen aan de onder
A vermelde categorie bezwaren. We znllen hiertoe stapsgewi,js een nume-
rieke oplossingsprocedure ontwikkelen.
De mimerieke verwerking van het theoretische mode~l atuit op moei-
lijkheden, die veroorzaakt worden door een drietal factoren:
a. Iiet aantal binaire variabelen.
b. De niet-lineaire doelfunctie van het model.
c. Het gehanteerde beslisaingsprincipe, waardoor de doelfunctie
van het model een parametrische vorm aanneemt, hetgeen in sa-
menhang met de onder a en b vermelde factoren een grote uit-
breiding van de vereiste rekentijd tot gevolg heeft.
De drie hierboven vermelde factoren zi,jn gerangachikt naar hun be-
langrijkheid ten aanzien van cie numerieke verwerking. De belangrijkate
oorzaak van de mimerieke moeilijkheden ia gelegen in het zeer grote
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aantal binaire variabelen. Indien dit aantal niet sterk gereduceerd
kan worden, dan zijn er geen algoritmen voorhanden om Iiet in de vorige
paragraaf geformuleerde model op te lossen. De niet-lineaire doel-
functie geeft hierbij nog extra complicaties.
In het verdere verloop van deze para~raaf zal bli.jken dat de onder
a en b vermelde bezwaren in iedere fase van het investerings-f'inan-
cieringsplanningsproces blijven gelden. De onder c vermelde factor zal
slechts in de aanvangsfase problemen oproepen. Naarmate de erv~irinfi
met het planningssysteem toeneemt zullen deze beiwaren afnemen ( ver-
geli,jlc ook 3.3.4 ).
1Je zullen nu achtereenvolgens de invloed van de bovenvermelde fac-
toren trachten te verminderen.
Len van de belangrijkste oorzaken waardoor het a:~ntal binaire vari-
abelen een zeer grote omvang aanneemt is het in het model simultaan be-
palen van de levensduur van de projecten. Iiiertoe is het noodzakeli.jk
per project voor iedere planperiode een binaire variabele te introdu-
ceren. Deze levensduurbepaling dient simultaan te gesciiieclen, omclat
de levensduur van een project mede bepaald wordt door de alternatieve
aamrendingsmogelijkheden van vermogen die voor de besliaser openstaan.
Teneinde tot een oplosbaar model te komen beschri.jven we eeu heuristiache
procedure die uit twee fasen bestaat die iteratief worden doorlopen.
De eerste fase is een heuristieche procedure ~raarmce recieli.jke :~cl~at-
tingen van de optimale levensduren te verkri,jgen zí,jn, inclien gc~even
is welke projecten wel en welke niet zullen worden uitgevoerd. I)e
tweede fase is een oplossíngsprocedure voor het bepalen van efficiénte
portefeuilles bij gegeven levensduur van de projecten. Indien in de
iteratieve procedure in een van beide fasen ~reen wi,jzifiir~ in de op-
lossing ten aanzien van die in de vorige iteratie meer optreed, dan
stoppen we de iteratieve procedure.
We geven nu allereerst een beschrijving van een heuristische I~rocedure
voor het bepalen van de voorwaardelijke optimale levensduren van dc pro-
jecten. We onderstellen hiertoe dat:
1. IIet model geen produktietechnische voorwaarden omvat.
2. De pro,jecten zo gedefiniéerd zi,jn, dat de lo~isc}ie voorwaarden
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uitsluitend uit voorwaarden voor elkaar uitsluitende i~rojecten
bestaan, dus alleen vnorwa~irden van het type ( 3.3d) en (3.39).
Aan onderstelling 1 is voldaan indien er tustien de Pro,ject.en geen
Produlctietechnische relaties bestaan. Indien deze relaties wel hestaan,
maar voor ieder van de produktiefactoren ecn verwerkin~ op de wi.jze vaii
de vermogensrestricties mogelijk is, dan is ook aan on~ierstellin~ 1 vol-
daan. Dit houdt in dat voor ieder van de produktiefactoren een kosten-
functie te bepalen moet zijn, die de kosten van het aantrekken of ai'-
stoten van deze prodnktiefactor aangeeft ( vergeli,jk ook ï.`.'.3 ). OP
deze wijze is het mogeli~lc de restricties in de doelfunctie op te nemen.
Aan onderstelling 2 kan door herdefiniéring van Pro;jecten alti,jd wor-
den voldaan. IIiervan kan echter wel een sterke uitbreiding van het a:~n-
tal projecten het gevolg zijn, omdat dan voor iedere mogelijkheid een
afzonderli,jk project gedefiniëerd moet worden.
In de te beschrijven procedure fiaan we uit van een fie~;even waarde van
~. In het vervolg noemen we deze ~ de risicoparameter. We merken liierhi.j
op dat ~ weliswaar een indicatie omtrent het risicogedrag van c1e LesliS-
ser geeft, maar dat slechts aan de uiterste wa~irden van deze pareuneter
een absoluut oordeel kan worden verbonden. IndienÍ~-O dan gedraawt. de
beslisser zich als een absoluut risicomi,jder, die een zekere uitlcomst
alti.jd prefereert boven een stochastische uitlcomst, wat deze dzn ook mop!e
zijn. Is daarentegen ~-oodan handelt de beslisser risico-indifferent.
De doelfunctie van het totale model is bi,j gegeven numerieke wa.~rde
van de risicoparameter (~l-á) gelillc aan:
(3.77) ~2(w( á')) - ,~~w(a').
We voeren nu de volgende symbolen in:
(3.7 ) ' ~ (x ,...~~ )~8 Yi o,i T,i
(3.79) ~(i) - (Y1~...,Yi-1'Yif1~...,Yn)r
(3.80) w( ~(i)): de kasstroom van de portefeuille ~, indien





Yi I u( i)- O( i)):
de bi,jdra~e van projec t i aan de kas-
- stroom van portefeuille ~ bij qe~even
~(i)'
(3.82) w(~ (~(i)~ (.j ( i)): de kasatroom van de portefeuille
~ (~(i)'Yi) als functie van de vector
van beslissin~svariabelen Yi.
~.issen deze symbolen geldt de vol~ende relatie:
(3.83) w(áC~ ~(i)-~(i)) - w(Yil ~(iÍ'~(i)) t w( ~. (i))r
zodat
(3.84)
~(~!'(~~~(i)-4(i)) - ` (w(l~(i)) tC(w(Yi~~(i)-~(i))
en
( 3.85) Q `(w(~~~(i)-~ (i)) -a-2(w(a (i))
f w(Yl~ ~~(i)~~(i))
~ ~2(w(~ Í i)) }~`(w(Yil Cl (i)-~(1)) t
f 2cov(w(
d ( i )
)'w(Yi~ ~ ( i )-~( i ) ) .
Gebruik makend van deze aymbolen kan voor een qeReven waarde ~ van
de risicoparameter en uitgaande van een ~e~even portefeuille crL de
voorwaardeli,~ce optimale levensdunr van ieder project i( i~l~...~n) wor-
den bepaald door het minimaliseren van:
(3.86) ~~(w(~~ ~(i)-~(i))) - ~~w(~) ~~(i)-~(i)) (i-1~...~n).
Gebraiken we formule (3.85) en (3.86) dan bli,}1ct het minimaliaeren van





(i))'w(YiI (I (i)-~(i))) f
- Á~(w(Yi) ~ (i)-~~ (i)) ( i-1,...,n).
Het bepalen van de optimale levensduur van een {iro,ject bestarit
dus uit het berekenen van het minimum van (3.87), waarbi,j aan de va-
riabelen xt i de voorwaarden
~
(3.88) xt i ~ xt-1 i (t-titlr---~T)., .
en
(3.89)
xt i E 1~0~1} (t-ti,...,T)~
worden opgelegd. In iedere iteratie moeten dus n vzn deze ol~timali-
ser.ingsproblemen worden opgelost. llierin wordt nagegaan of er een (iro-
ject is, waarvoor geldt dat een wi,jziging in de levensduur een lagere
waarde van de doelfunctie in het totale model geeft. De berelcening vcin
het minimum van (3.87) onder de voorwaarden (3.88) en (3.89) lcan oP
eenvoudige wijze gesctiieden door volledige enumeratie. Volledi~e enume-
ratie is noodsakelijk, omdat de in (3.87) gegeven functie een niet-line-
aire functie van de levensduur is. Dit geeft ecliter ~;een grote Prolile-
men, omdat de levensduur van een iiroject maximaal 'Pfl waarden ((),1, ..., ~')
kan aannemen, zodat maximaal per iteratie n(Tfl) manl een 1'unctie van
de vorm (3.87) moet worden berelcend.
Is de voorwaarcleli,jke optimale levensduur voor alle Projecten be-
paald, dan kan bi,j de berekening van de (voorwaarcieli,jke) efficiénte
portefeuille het aantal binaire beslissingsvariabelen a.znzienli.jk ~oor-
den beperkt. Voor ieder van de projecten, waarvoor de in de eerstc
stap berekende levensduur ongelijk nul is, wordt één (0-1)-variabele
ingevoerd, die aangeeft of het pro,ject met die levensdiiur ~1 cian niet.
deel uitmaakt van de efficiénte portefeuille. De pro,jecten, waarvoor
de in de eerste staP berekende levensduur geli,jk aan nul is worden in
de tweede stap van de betreff'ende iteratie niet meegenomen. 1let aan-
tal (0-1)-variabelen is in deze stap dus maximaal geli.jk aan n. A1et
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behulp van deze variabelen wordt liet tutale mociel opnieuw geformul~~erci.
De voorwaardeli~7ce efi'iciënte porteteuille ~-~ wordt uit de oPlossinl~
van het vereenvoudigde model afgeleid, waarna de eerste stai~ van de
volgende iteratie kan worden uitgevoerd.
Ltvenals de in 3.2.1i geformuleerde doelfunctie van het toi.ale model
is de doelfunetie van het vereenvoudigde model een cunvexe functie.
Deze doelfunctie is te formuleren als een vierdegraads poynoom in de




j;~i k;~ i , j h;~i,,j , k
De coéfficiénten fi' fi '' fii k en f i'kh
zi,jn te beiialen met behulp van
J 7 J
de in de eerste stap van de iteratie berelcende waarderi var~ de varial,elen
gt i
en de waarde ~ van de risicoparameter. fi is te berelcenen door in~
(3.76) de in de eerste stap berelcende vector Xi te substitueren en alle
overige variabelen geli.jlc aan nul te stellen, f.. dour de berekende vec-1J
toren Xi en Xj te substitueren, de overige variabelen geli,jk nul te :~tel-
len en van dit resultaat de sum van fi en f~ af te trelcken, fijk door
in (3.76~ de berekende vectoren X.,X. en Xk te subatitueren en van diti ~
resultaat de som van fi~f . ,fk,fi . , fik en f.k af te trekken, fi,'kh duorJ J J 1
in (3.76) de berekende vectoren Xi,Xj,~,en Xh te substitueren en dit
resultaat te verminderen met de som van fi,fj,fk,fh,fij'fik'fih'f,jk'i,jh'
fkh,fijk,fijh,fi~.en fj~.
Het in de tweede stap van de iteratie~rocedure op te lossen probleem
is dus te omschrijven als het minimaliseren van het convexe polynoom
(3.90) onder lineaire voorwaarden van de vorm (1.31), waarbi,j de beslis-
singsvariabelen binaire variabelen zi,jn. In de literatuur zi,jn voor de
oplossing van dit soort problemen een aantal algoritmen beschreven,
welke meestal een generalisatie van de impliciete enumeratiemet}iode,,,, )
voor geheeltallifie lineaire programmering van L.FiAhAS" zi,jn. Moge-
.y2)l,ie E.BALAS, An additive algorithm for solving linear programmes
with zero-one variables, OPerations i}.escarch, ~(19fi5)~ blz.
517-546.
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lijke alForitmen :i,jn die van 11.A.TAI[A`~) en die van I.IIAN~1~.Ti~~1~~ welke
algoritmen algemene oplossingsmethoden zi,jn voor niet-lineaire (0-1)-
optimaliseringsT~roblemen.
In de hieri~oven beschreven iteratieve procedure wordt in de eerste
stap van een iteratie voor ieder project de voorwaardeli,jke o~itimale
levensduur bepaald; in de tweede stap wvrdt een efficiéiite portefeuille
bepaald gegeven deze voorwaardelijke optimale levensduur. De iteratievc
procedure stopt zodra de resultaten van twee opeenvoll;endc iteraties
aan elkaar geli~lc zijn. Deze procedure behoeft niet in alle gevallen naar
de onvoorwaardelijke efficiénte portefeuille te convergeren, gezien de
ceteris-paribus-onderstelling in de eerste stap. Iloe geringer de sto-
chastische samenhang tussen de kasstromen van de pro,jecten is, hoe
aannemeli,Tker het is dat de procedure na~tr de effici~nte E~ortefeuille
convergeert. Ook indien niet aan de op blz. 134 onder 1 en 2 gestelc}e
eisen is voldaan, kan de bovenstaande Tirocedure worden geharcteerd, al-
hoewel de aannemeli,jkheid dat de rrocedure naar de efl'iciénte porte-
feuille convergeert geringer wordt.
Door de hierboven omachreven splitsing van het optimaliseringsmo-
del wordt het mogelijk problemen van grotere omvang door te rekenen.
Tevens is een aanzienli,jke reductie va de noodzakeli,ilce rekentijd te
verwachten~ doordat het aantal binaire varialielen in het. optimalise-
ringsmodel wordt teruggebracht tot maximaal n( het aantal mogeli,~ke
projecten ~ en de bepaling van de levensduur van de T~ro,jecten n~et ecn
eenvoudige additieve algoritme geschiedt.
Indien aan de onderstellingen 1 en `~ van blz. 134 is voldaan, dan
geldt dat de hoekpunten van het gcbied, dat begrenad wordt door de uit;
sluitingavoorwaarden en de eis dat de beslitiain~{svariabelen in 0,1
moeten liggen~ geheeltallige hoekpunten zi,jn. In dit geval kan naast
de voor stap 2 vermelde impliciete enumeratiemettiocle ook de volgende
methode worden overwoqen. Ilet in de tweede staT~ van een iteratie op tc
~3 }I.A.TAIIA, A Balasian-based algoritlim for zero-one T~olynomial ~~ro~,ram-
ming, University of Arkansas, li,eaearch lteport No. 70-'~~1970.
~4)i .TIANÍ~~N, Nonlinear 0-1 T~rorramming by imPlicit enumeration, I aT~er
nresented at the 7th Mathematical l~rngra~~uuinr SymT~o:~ium, 'I'he lia~,nic~,
1)niversity of Brusse1~1970.
139




(3.92) .Ia x s Io.
(3.93) xiE { 0,1} ( i-1,...,n),
waarin ~ een matriz is, die de col3fficiénten van de uitsluitin~svoor-
waarden weergeeft en dus uit nullen en énen is o~~~ebouwd, terwíil 10
een vector is, die de dimensie van het an.ntal uitsluitin~svoorwaarden
heeí~t en bestaat uit énen. We noemen I~et hierboven tteformuleerde r~ro-
bleem probleem I.
De oplossing hiervan wordt ~qe~even door dat iioelcPunt van het toetie-
laten ~ebied, dat ge~even wordt door
( 3.94 ) ~J9~ a ~ I ," o
(3.95) 0 ; X ~ I1~
(3.96) I1 - ( 1,...,1),
waarvoor f(X) haar minimum bereikt. ije noemen dit proble~~m lI.
Aan~ezien f(X). een conveze functie is, fieldt:
(3.97) f(X) ~ I'(Xo) f Vf(Xo)(X - Xo)r
waarin
(3.98) pf(xo) - ( aX x ,...,áX Y )(X~x ).1 n o
1';en voldoende voorwaarde, oPdat een hoekPunt X de oplostiinti v~~n liet.0
~estelde probleem ~eeft, is af te leiclen uit (3.97). Indien Xo ecn oi~ti-
male oPlossin~ van probleem II is dan ~eldt voor iedere X- X~ dat:
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(3.99) f(x~) ~ f(xo) f Vf(xo)(x~ - xo),
zodat een voldoende voorwaarde voor het ~estelde Probleem is:
Er is ~;een hoekpunt X~, zodanifi dat:
(3.l00) p f(xo)(x~ - xo) ~ o.
We ~even nu een beschrijving van een moqelijke oplossin~sprocedure:
1. Repaal een hasisoplossin~ Xo van T~robleem 1J. llit ia een toe-
~elaten oplossin~ van probleem I en lcan met, behulp van de sim-
plexmethode voor lineaire hro~rammerinfi worden benaald.
2. I3ereken Df(X ), Df(X )x en f(X ).0 0 0 0
3. We zoeken nu naar een hoekpunt van het toe~elaten ~cbied virn
probleem II, waarvoor ~eldt:
(3.101) p f(Xo)(X1 - Xo) C 0.
(3.102)
Aiertoe bepalen we de o}rlossin~ van het model:
minimaliseer
z - ~ f(Xo)X,
onder de voorwaarden:
(3.103) ,~.x ~ I ,' o
(3.104) 0 ~ X 5 I1.
Noem deze oplossin~ X,1 en de met deze oploysin~ r.orresponderen-
de waarde van de doelfunctie ~1.
Indien
(5.105) zl - p f(Yo)~o ~
dan is de ontimale oplossin~ van probleem I~evonden, nameli,jlc
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(3.106) X-Xo~
indien :C1 - Xo. Als X1 ~ Xo dan wordL de o~~los~in~ ~etieven
door (3.106) indien f(Xo) ~ f(X1), terwi,jl als f(Xo) ~ f(X1)
de optimale oplossing vaii probleem I~qe~even wordt door:
(~.107) X 3 ~.
Er is dan namelijk geen ander hoekpunt zodani~ dat aan ( 3.100)
voldaan wordt.
Indien
(3.108) z1E 0 f(xo)Xo
ga naar stap 4.
4. Bereken f(X1). Aangezien (3.100) slechts een voldoende voor-
waarde geeft, kan ook gelden dat f(X1) ~ f(Xo). Indien echter
(3.109) f(X1) ~ f(Xo)~
dan is een betere oplosaing voor probleem 1 gevonden. Noem dnn
X1 Xo en ga terng naar stap 2.
Indien echter
(3.110) f(X1) ~ f(Xo)~
dan is nog geen betere oplosaing gevonden, terwi,jl niet vaststaat
dat er Aeen betere oplossin~q is. Ga nu naar stap 5.
5. Bereken
(3.111) yi - v f(xo)xo - zi.
6. Bepaal het minimnm van de niet-negatieve schaduwpri.jzen van de
nietbasisvariabelen in het voorafgaande simplextableau.
Is dit minimum niet kleiner dan yl~ dan is er geen andere ba-
sisoplossinq die aan (3.100) voldoet~ zodat de optimale oplos-
sing van T~robleem I luidt:
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X - X .0
Is de minimale niet-negatieve schaduwpri,js kleiner dan yl,
dan is er een andere basisol~lostiing die aan (3.100) voldoet,
namelijk die oplossing waarvoor de met deze minimale schaduw-
prijs corresponderende variabele ( stel xr ) liasisvariabele is.
!tie nemen mt dan ook xr in de basisoPlossing op. Noem de nu ver-
kregen basisoplossing X1 en ga terug naar staP 4.
De hierbove~ beschreven algoritme convergeert in ecn cinclig aantal
staPpen. Ilet toegelaten gebied van probleem II heeft zoals ieder line-
air prograffineriugsprobleem een eindig aantal hoekpuni,en, r.oclat er ti]~~chts
een eindig aantal mogeli,jke startoplossingen Xo zi,jn. ilitqaacnde van ec~n
gegeven oplossing Xo zi,jn er tevens sleehts een einciig aantal mogeli.j)c-
heden om tot een nieuwe basisoplossing X1 te konien waarvoor (i.100)
geldt en tevens voldaan is aan:
f(Xl) C f(Yo).
De hierboven omschreven procedure kan ook rechtsi,reeka op )ret totale
model worden toegepast, mits aan de onderstellingen 1 en 2 van blr. 134
is voldaan. Ook bij deze procedure geldt echter d:it de omvan~, dat wil
zegr~en het aantal variabelen, slechts beperkt kan z~jn.
4~'e zijn er in het voorafgaande steeda van uitgegaan dat de voor de
beslisser in aanmerking komende waarden van de risicoparameter belcend
zijn. Onder deze hypothese komt de beschreven procedure tegemoet aan
de in het begin van deze paragraaf beschreven berwaren. In de volgende
paragraaf geven we een mogeli,jlcheid aan waarmee de voor de beslisser re-
levante waarden van de risicoparameter kunnen worden bepaald.
3.4 Over de bepaling van de relevante waarden van cle risicoyara.-
meter.
In de in 3.3 beachreven oplossingsprocedure zi,jn we uitgegaan van
een gespecil'iceerde waarde van de risicoparameter ~. In het geval van
continue beslissingsvariabelen geldt voor iedere efficiënl,e porte-
feuille, ~-~, dat de met deze portefeuille corresponderende waarde
van de risicoparameter, ~-~, gelijk is aan de eerste afgeleide van
de variantie, v-2(~~, naar de verwachting,~(~~, in het punt ~-~~~~.
In symbolen:
2
(3.112~ ~dcT 9C - ~ 1C~~~ ~~
llieruit volgt, dat de ricl~tingscoéfficiént van de raaklijn aan de afbecl-0
ding van de verzameling van efficiénte portefeuilles in lret, ~,~~-vlak
in het punt (~(~~,~(OC~~ geli~k is aan ~~6~. 1)eze interirretatie geldt
ook voor de hoekportefeuilles waardoor de verzamelirrg van ef!'iciënte
portefeuilles wordt vastgelegd~7~.
In het geval van binaire beslissingsvariabelen ~i.in de efficiénte
portefeuilles hoekportefeuilles van de convexe omhullende van de ver-
zameling van effciénte portefeuilles. Aangezien deze convexe omhullende
te beschouwen is als een weergave van een situatie met continue beslis-
singsvariabelen, blijft voor de afbeelding van deze verzameling in het
(~,~2~-vlak (3.112~ gelden. In het discrete geval kan alleen aan clc
hoekpunten van de convexe omhullende economische betekenis worden toe-
gekend. Voor de bePaling van de verzameling van efficiénte portefeuil-
les is gebruik gemaakt van de eigenschap, dat deze verzameling bestaat
uit de convexe combinaties van de opeenvolgende hoekportefeuillea. 1)e-
ze portefeuilles corresponderen in de o}ilossingsalfioritme ter bepalirrR
van de efficiénte portefeuilles in het continue geval met een interval
van.~-waarden. Ook in het discrete geval correspom)eert een hoelcpunt,
en dus iedere efficiënte portefeuille, met een interval van ~ -waarden.
25 Gie J.Th. VAN LIESHOUT, De kritieke l~jnmethode, Ter Discussie, nr. ~~c)O1,
1969, Economische P'aculteit Katholieke Hogeschool, TilburQ.
26~Zie fig. 2.2 blz. 67.
~7~~ie 2.2.2 blz. 77 e.v..
144
Voor de benalin~ van de relevante ~-waarden is de vol~ende ci~cn-
schap van de preferentiefunctionaal van belan~.
Voor ~ - 8~ heeft de preferentiefunctionaal u(I~,~`") de waarde
~3 7
u~t(~.. ) ,~ (~C )) . We bekijken nu de in het (~,~)-vlak ~edefiniéerde
~
functie
u~,~ ) - u~(eC ),~(~)).
De richtin~scoëfficiënt van de raakli,jn aan deze functie in het punt
(}~(~ ),~(~)) is ~eli,i7c aan:
~ -1
( 3 .11 ~r ) ~~-~- - ~-~-~
c~ ~ ~ 2 - ~
~ ~ (~ ~`) - ~(~),~(e~)),
Deze richtingscoëfficiént is clus ~elijk aan het quotiënt van de ver-
anderin~ in de waarde van de preferentiefunctiorraal ten ~evol~e van ecn
toeneming in de verwachting en van de veranderin~ in de waarcie van de
preferentiefunctionaal ten gevol~e van een afnemin~ in de variantie.
Voor de optimale portefeuille moet ~elden, dat de richtin~scoéffi-
ciént van de raaklijn aan de preferentiefunctionaal ~eli.jlc is aan cie
richtin~scoéfficiént van cle raakl~jn aan de afbecrldinfi van cle verzame-
ling van efficiénte portefeuilles in het (~,tr~)-vlak, in hei, met deze
portefeuil:le corresponderende punt. lou dit nameli,jk niet ro zi.jn, clan
bestaat er een l~ortefeuille met een hofiere wa:irde van de preferentie-
functionaa128). Als 2C - 2~ de ol~timale liortcl'euille is~ clan frel~lt clus:
(3.115) - ~u d' -1
C 2 )a~ ~,~) - (~(~),~( ~))
riet behuln van (3.115) is hei, nu mo~eli.jk Iret interval van relevante
waarden voor de risicoparameter ~ te verkleinen. Indien men in Gtaat is
een begrenzing van de mogeli`jke (}i,a-`")-combinaties te ~even, dan lcan cle
beslisser met behulp van de intelrPretat,ie van (3.114) een beperkt inter-
28 Zi~ 3.3.3 blz. 139.
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val van Í~-waarden aan~even, waartoe de "oTitimale" waurde van cle riai-
coParameter behoort. Iiet is dan niet lan~er noodzakeli,jk allc efficien-
te portefeuilles te bepalen~ men kan volsttian met het bepalen van die
efficiënte portefeuillea,die corresponderen met de waarden van de risi-
coparameter, die tot lret aan~e~even relevante interval behoren.
3.5 I~ige slotopmerkin~en.
In dit hoofdstuk is een model voor het inveaterin~s-financierinfis-
probleem in de risicosituatie ontwikkeld. Hiermee lcar~,mits a;in een aiui-
tal vovrwaarden is voldaan, worden bepaald welke rrojecten waru~er moe-
ten worden uit~evoerd, wat hun economische levensduur is, welke hoevec.l-
heid van welke vermogenssoort wanneer moet worden aan~etrokken, welke
hoeveelheid vermogen wanneer waarin moet worden bele~d, en hoe de liqui-
diteitapositie van de onderneminfi ~edurende de plannin~speriode is.
Een voortzett.in~ van deze atudie kan dan ook uitmonden in cen voor
de praktijk toepasselijk model. Fen aantal aspecten van hei, in rleze titu-
die ontwiklcelde systeem moeten hiertoe no~ nader worden uitfiewerkt.
1Jr zal een informatiesysteem moeten worden ontwikkeld, wr~armee cie
verwachtingen, varianties en covarianties van de kasstromen van de T~rv-
jecten kunnen worden verkregen29~. Tlet systeem moet zo worden oTi~ebouwd
dat objectieve en subjectieve informatie coherent verwerkt lcan worden.
De informatie betreffende de kostenelementen in de kastitromen is n~nc-
lijk in belangrijke mate objectieí, terw{jl informatie betreffende de op-
brengstelementen vaak subjectief van aard zal zi,jn.
llaarnaast dient een al~oritme voor het oplossen van het begchreven
model ontwikkeld te worden. Een aanzet hiertoe is de, in de vori~e F~:r-
ra~rafen beschreven heuristische procedure. Fii,j cle verdere ontwikl;elin~
van deze al~oritme dient ruime aandacht te worden besteed zan cle mo~e-
lijkheid van ~evoeli~lieidsanalyae. lleze analyse schelrt cle mo~eli.jlcFreici
na te gaan welke alternatieve p~?rtefeuillea ten aarrrien v.~n de rnodel-
~9~~.ie ook 2.3.3.
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doelstelling ongeveer gelijkwaardig zi,jn. De kwalitatieve asTiecten vcin de
portefeuilles kunnen dan eventueel door de beslisser mede in bescliouwing
worden genomen en afgewogen worden tegen de modeldoelstelling.
De beide hierboven vermelde asTiecten kunnen niet onafhankelijk van
elkaar bestudeerd worden. Model en informatie beYnvloeden ellcaar wecier-
zijds. noor deze wisselwerking zal ook de oplossin~Rfil~oritmc voon c~t
model niet onafhankelijk van het informaties~steem ontwik`~eld kunnen
worden.
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Appendix 3.1 lle berekenin~ van de variantie vari de eindwaarde van
een portefeuille als functie van de beslis5ingsvari-
abelen.
Loals we in j.2.j hebben gezien, kan de variantie van w( ~) volqens
(3.73) geschreven worden als:
( j.116) ~2(w(~)) - ~ ~ (~ f2 c tácov(b ~b )t" cov(w ,bZ)~
t-0 1c-0 t, k t, k -t -k ~ -t ~t
~ `
t2ag cov(~,~)t(31cov(bt,,b~) .
In de verdere afleiding maken we gebruik van de algemeeri bekende
eigenschap:
(3.117) cov(x,Y) ~ C(XrY) - Cx ~y.
Omdat v2(w(2C)) te beschouwen ia als een fiewofien som van covariantiex,
is deze variantie ceii gewoqen som van vcrwac}itingen vrtn produkten van
stochastische grootheden. De hoo~yte I{raad van (3.116) is de vierde
graad, zodat maximaal het l~rodukt van vier stocliastische ~root;heden
v~orkomt.
We hanteren bij de volgende afleiding als symbolen:
(3.118) ~zt - ~t
en
(3.119) cov(?-t'~c) - ~t k'~
Voor het produkt van twee stochastische grootheden ~eldt, onafhanlce-
lijk van hun verdelingsdichtheden, dat:
(3.120) C (zt~) - Wt~k t ~t~k.
De verwachting van het Produkt van drie atochastische ~r~~otheden
leiden we af onder de onderstelling dat deze firootheden syrmietrisch
verdeeld zijn. Aangezien de som vaii drie symmetrisch v~erdeelde varía-
belen ook weer sytmnetrisch verdeeld is, geldt:
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r 3(3.121) (z1 t z~ f z„~ -(~i f 0~ t~k)) - 0~
ofwel
(3.122) ~(~ - ~i)3 f C (z~ - ~~)3 f E(z~ - ~k)3 f 3C(~ - ~i)(z~ - ~~)2 f
} 3~(~ - 6i)(~ - ~)2 } 3~(Z~ - S~)(?,~ - ~k)2 f
t 3~(~ - ói)2(z~ -~~) f 3~(~ - bi)2(z~ -~~) t
f 3 F(?~ -~)2(,z~ - bk) t 6C(~ -~i)(?~ - S~)(?~ -~k) a 0
Tevens geldt:
(3.123) ~(z ~ Z - (~ f ~ ))3 -~(z -b )3 t ~(? - ~ )3 t~ -J i J ~ i J J
f 3C (?d - S i)(z~ - S~)2 t
t 3~(~ - ~i)2(?~ - ~3)
- o,
zodat
(3.124) ~ (?i -Si)(~~ - S~)(?~ - ~k) a 0.
De verwachting van het produkt van drie symmetriach verdeelde sto-
chastische grootheden ia dus:
(3.125) ~
(~ZJ~) ~ ~i~JOk } ~i~J~k } ~Jwi~k } SkwirJ~
De verwachting van het produkt van vier stochaetische grootheden
leiden we af onder de onderstelling dat, de simultane verdelingadicht-
heid van deze vier stochastische grootheden een vier-dimensionale ver-
delingadichtheid is.
De momentengenererende fnnctie m(Y) van deze verdelingsdichtheid
is gelijk aan :
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(3.12b) m(Y) a eD'Y t ~y~j~ Y~
waarin D de vector van verwachtingen en ~ de covariantiematrix is.
'Loals bekend is, geldt steeds:
lT(3.127) C ( . k z . ) . a km(y) .1-1 -~.~ ay. ~y. ...ay. yao
~1 ~2 ~k
De verwachting van het produkt van vier stochastiache grootheden ia dua
geli,}k aan:
(3 128) ~(z z z z )~ ~-~-k~h la Yi2 Yj~Ykóyh J y~0
zodat
r
(3.129) ~ (z.z.z z ) ~ ~.f.s ~ t ~ ~ m f ~ ~ w. f ~ 0 w t-~-~-k-h i ~ k h i j k,h i k ~,h i h j,k
}~ ~Shmi,k } Sjfkyi,h } Shbkwir j}~1rJ~rh
t
} ~irkwJrh } J.k~~h~
Onder de onderstelling dat de variabelen ~ symmetrisch verdeeld
zijn, en de aimultane verdelingsdichtheden van de variabelen bt nor-
male verdelingsdichtheden zijn, kuiuien mi de volgende formulea ~rorden
afgeleid:
(3.130) cov (bt,b~) a ~4~--~ ~..X~~j~hXh - XJ ~JrkRlcfl }
k
-Tí~ ~~~,t Xtfl } Xtfl~t,k 7cf1
a vt,k;




- 2~ bk. ct k;
r




- ~(b~b~) - ~ bt ~b~
~ (~~)Z(~~)2 f (~~)2~ (~) t
t 4~b,t~ bkcov(bt,bk) t(~~)2~(~) t
t ~2(b~)v?(~) t 2(cov(bt,bk))2 t
- (c2(~) t (E~)2)(~ (~) t (~~)2)
z 4Ebt~b~.vt k t 2vt k.
r r
Substitntie van (3.130) tot en met ( 3.133) in ( 3.116) geeft dan:
(3.134) C'2(w(á )) -~~(a-t'k t(2at 4 Gb~)ct~k t
~
t(2p2 t a` t 4a~~b~ t 4(32~ bt~
bk)vt k),I I .
waaria
(3.135) a-t k - cov(wt,~),~
(3.136) ct k ~ cov (~~~~)~~
en
(3.137) vt k - cov(~r~).~
De variantie van de eindwaarde van een portefeuille is dus een vierde-
graadsfunctie van de besliasingsvariabelen zt i, en wel omdat de F b,treerstegraads functies en de ~~{,ct k en vt k tweedeAraadsfuncties in~ ~ r




In this thesis a mathematical programming model is build for
the investment problem of the firm in a situation of risk. This
model can be used in deciding:
which projects a firm should choose among the alternatives;
at which moments these projects should be set up and terminated;
at what point of time which financing opportunities should be
nsed.
In building this model we reatrict ourselves to rational decisions.
Rationality is defined by means of a set of axioms.
We start considering the investment problem in a situation of
certainty. We verify whether the usiial criteria satisfy tlie axioms.
After this it is shown that rational behaviour for a situation of
risk implies acceptance of tlie Bernoulli principle, that says that
for every rationally behaving person a function, defined on the
set of possible outcomes of a portfolio, exists such that if he
decides according to the maximum of the expected value of t}iis
function, he decides in accord with his true tastes.
Starting from this principle we deduce, under certain conditions
imposed on the probability distribution of the cash flow of the
portfolios, a decision principle, which reduces the aet of portfolioa
such that the optimal portfolio is an element of this subset. This
principle is the well known Expectation Variance criterion. In chaP-
ter 3 we construct a model for determining the set of efficient
portfolios in a stochastic environment. Finally a heuristic j,rocedure
is given for determining the "o1~timal" portfolio.
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STELLINGIN
I
Het ia mogeli,ylc een viaknndig optimaliaeringamodel te formnleren
voor het inveeteringa-financieringaprobleem in een riaico-aitn-
atie, vearmee bepaald kan wrden welke projecten vanneer moeten
wrdea uitgevoerd, vat hnn economiache leveaeànar zal zi,jn, velke
hoeveelheden van velke vermogeneaoorten vanneer moeten wrden
aangetrokken, welke hoeveelheden vermogen vanneer in velk beleg-
gingeobject moeten wrden belegd en hoe de liqniditeitapoeitie
vsn de onderneming zich in de beachonvde periode ontrikkelt.
II
De door MARK01íIT2 geatelde voorwaarde, dat de variantie van de
opbrengat van een portefenille een etrikt conveze fnnctie moet
zijn, vil de verzameling van efficiénte portefeuillea met behulp
vaa sen psrametriach kvsdratisch programmeringealgoritme kunnen
wrden bepaald, ie overbodig.
H.M.MARKOifITG, The optimization of a qaadratic innction anbject
to linear conatrainte, Navsl Reaearch Logiatics Quarterly, ~
(1956), blz. 113.
III
Het door NASSAR en WII.LIAMS geformaleerde azioma:
"(Coatimmity) If caeh flow P ia preferred to cash flov Q, then
for some ( emall enongh ) csah flov E with ei 7 0, all i, the
cash flov P-E ie preferred to cash ílow Q",
ie in het door hen geformuleerde aziomastelael overbodig. Het
kan nit de azioma'a ter zake van traneitiviteit, volledigheid,
dominantie en marginale eonaiatentie wrden afgeleid.
J.I.NASSAR,A.C.WILLIAM.S, Financial mesao.rement of capital
inveatmenta, Nanagement Science, 12 (1966), blz. 853.
IV
Een kenmerk van vele "eoftvare"-eyatemen ia dat ze vamrege hoge
ontwikkelingakoatea niet anel veraaderd worden. De mathematiache
optimaliaeringaeyatemen, waarin voor het oplosaen van kwadratiache
programmeringaproblemen meeatal de inefficilnte algoritme van Wolfe
in plaats van de simplezalgoritme wordt gehanteerd, zijn hiervan een
duidelí,~7c voorbeeld.
V
De analyse van wachtri,jproblemen met behulp van het model vaa de ata-
tionaire enkelvondige Markovketen, maakt het, in tegeastelling tot
de analyse met behulp van differentie-differentiaalvergeli,~ingen,
mogel~jk niet slechta het verwacht gedrag van de wachtrijeitnatie in
de zogeaaamde atationaire toeatand te beachríjven, maar ook de ver-
wachte ontwikkeling van de wachtrijaitnatie in de loop van de tijd,
die veratrijkt totdat de beachrijving van het gedrag in de atationaire
toeatand actneel wordt.
YI
Een plaaning van het ziekenhniawezen, die san alle in redeli,~lcheid te
etellen eiaen voldoet, wordt eerat dan haalbaar indien koeteaverge-
lijking van mediache behandelingen mogelijk is. Een fnnctionele en nni-
forme adminiatratiemethode voor ziekenhnizen ia daartoe een voorwaaar-
de.
YII
Een toeneming van het aantal polikliniache behandelingen in zieken-
huizen doet bij de geldende, door het Centraal Orgaan Ziekenhniata-
rieven voorgeachreven, wijze vaa tariefiëring het kliniache verpleeg-
tarief atijgen.
VIII
Het modelmatig analyaeren van economiache problemen heeft mede tot
doel inzicht te verwerven in de conaeqnentiea van wjjzigingen in de
paremetera van het model en in de b~j de modelformulering gemaakte
oaderatellingen. Om het bereiken van dit doel te waarborgen, verdien-
en oplosaingamethoden, die gevoeligheideanalyae mogeli~7c maken de voor-
kenr. Mede om deze reden komen aimnlatiemethoden eerst in asnmerldng
"when all elae faila".
Vergeli,}k ook H.M.WAGNER, Principlea of operations reeearch, Frentice-
Hall, Inc., Englewood Clifie, 1969, blz. 887.
I7C
Caneale modellen vergroten het inzicht in het te beechr~jven eyateem.
Ze zi,jn in de economie echter veelal niet ala voorapellend model te
gebraiken. Daar in de economie voorapellen even belangri,~ ia als ver-
klsren, zal in een cnrriculum econom(etr)ie een ruimere plaata dan
tot nn ioe voor formele voorapelmethoden moeten worden ingeruimd.
X
Alhoewel het object van de sociale economie en de bedrijfaecoaomie
verachillead is, convergeren deze deelvetenachappen wat betreft
hun methode. Het verdient dan ook sanbeveling ia een propadenae
curricul~ economie een vak "Methoden in de Economie" op te nemen.
XI
Een taak van een econometrieopleiding ia het ontwikkelen van het
vermogen tot interpretatie en implementatie van bealiakundige en
econometriache modellen en hnn oploasingen. Hiertoe is kennia van
de economie even belangrijk ale het kennen van de viskundige achter-
grond van oploeaingamethoden. Verdere integratie van wieknnde en
economie is 3an ook voor de ontwikkeling van de econometrieoplei-
ding vsn wesenli,~lc belaag.
Stellingen behorend b~j het proefachrift van J.T.H.C. van Lieahont:
Inveateringa-financieringsaelectie en wiakundige optimaliaering.
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